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Druck  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohu  iu  Braunschweig 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


\  erscliiedene  Umstände  haben  den  Druck  dieses  zweiten 
Bandes,  welcher  die  analytische  Geometrie  des  Kaumes  ent- 
hält, beträchtlich  verzögert,  so  daß  er  über  ein  halbes  Jahr 
später  erscheint,  als  ursprünglich  vom  Verfasser  vorgesehen 
worden  war. 

Da  die  Gesichtspunkte  hier  im  wesentlichen  dieselben 
gewesen  sind,  welche  bei  der  Abfassung  des  ersten  Teiles 
maßgebend  waren,  so  kann  hierüber  auf  das  dortige  Vorwort 
verwiesen  werden.  Auch  die  Anordnung  und  Behandlung  des 
Stoffes  ist  in  beiden  Teilen  ziemlich  die  gleiche,  nur  daß 
hier  mit  einem  Leser  gerechnet  werden  mußte,  der  die  ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene  bereits  kennt  und  sich  so 
bereits  eine  raschere  Auffassung  der  Begriffe  und  Methoden 
dieser  eigenartigen  mathematischen  Wissenschaft  angeeignet  hat. 

Wenngleich  der  Inhalt  des  hier  Gebotenen  —  selbst- 
verständlich immer  unter  Berücksichtigung  der  Zwecke,  welche 
der  Verfasser  im  Vorwort  zum  ersten  Teil  auseinandergesetzt 
hat  —  weder  hinter  dem  zurückbleibt,  was  der  Durchschnitt 
der  Lehrbücher  zu  bringen  pflegt,  noch  über  dasselbe  hinaus- 
geht, so  wird  man  doch  zahlreiche  Ausnahmen  finden.  Zuerst 
ist  hier  die  sehr  eingehende  analytische  Behandlung  der  ge- 
raden Linie  zu  nennen,  der  nicht  weniger  als  vier  Paragraphen 
des  zweiten  Abschnittes  gewidmet  sind.  In  Anbetracht  der 
Wichtigkeit,  welche  der  geraden  Linie  in  den  Anwendungen 
so  sehr  zukommt,  sind  dort  sogar  die  Strahlenkomplexe,  ins- 
besondere diejenigen  ersten  Grades,  also  Gebilde  aufgenommen, 


IV  Vorwort. 

welche  in  vielen  anderen  Lehrbüchern  überhaupt  nicht  er- 
wähnt werden.  Daß  diese  Gebilde  höhere  Ansprüche  an 
Raumanschauuijg  stellen,  muß  zugegeben  werden;  aber  muß 
nicht  andererseits  gerade  der  Ingenieur  und  der  Techniker 
darauf  bedacht  sein,  ihnen  zu  genügen,  da  er  häufig  mit  so 
verwickelten  räumlichen  Verhältnissen  zu  tun  hat,  wie  sie 
nur  selten  in  der  reinen  Mathematik  ersonnen  werden? 

Dann  ist  auch  hier  auf  die  projektive  Seite  der  ana- 
lytischen Geometrie  mehr  Rücksicht  genommen  worden,  als  ihr 
meist  zuteil  wird.  Allerdings  nicht  in  dem  Umfange,  wie 
im  ersten  Bande,  weil  das  Buch  nicht  zu  dick  werden  sollte 
und  die  projektiven  Prinzipien  überdies  den  Vorzug  haben, 
daß  sie  meist  ohne  jede  Anstrengung  von  der  Ebene  auf  den 
Raum  erweitert  werden  können. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Grundprinzipien  und 
Grundformeln  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  über- 
haupt. Also  z.  B.  Formeln  für  Richtungen,  Winkel,  Längen, 
Flächen,  Volumina,  für  Transformation  der  Koordinaten,  ferner 
den  Begriff  der  Gleichung  einer  Fläche,  sowie  der  Gleichungen 
einer  Kurve.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Gebilde 
ersten  Grades,  also  Ebene,  Gerade,  Punktreihe,  Strahlen - 
büschel,  Ebenenbüschel,  Strahlen-  und  Ebenenbündel.  Der 
dritte  und  vierte  Abschnitt  haben  hauptsächlich  die  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  zum  Gegenstande.  Sie  enthalten 
unter  anderem  eine  sehr  gründliche  Diskussion  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades  und  eine  weiter  ausgeführte  Dar- 
stellung der  schönen  Theorie  der  konfokalen  Flächen.  Der 
Schlußparagraph  gibt  in  allgemeinen  Umrissen  gehaltene 
Betrachtungen  über  projektive  Erzeugung  von  Kurven  und 
Flächen,  über  Büschel  und  Scharen  und  über  projektive 
Verwandtschaften. 

Die  jedem  Paragraphen  angehängten  Übungsaufgaben 
sind   meist  nicht  leicht  und  sollen  es  auch  nicht  sein.     Einige 
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verlangen  lästige  numerische  Keclinungen,  an  wclclie  sich 
aber  jeder  zu  gewöhnen  liat,  der  in  die  Lage  kommen  kann, 
mathematische  Formeln  auf  einen  bestimmten  Fall  anzuwenden. 
Andere  wieder  verlangen  reifliches  Nachdenken  zur  Auf- 
Hndung  eines  geschickten  Ansatzes  oder  größere  analytische 
Umformungen  usw.  Deshalb  sind  die  Lösungen  im  Anhange 
auch  etwas  ausführlicher  gegeben  worden,  als  im  ersten  Teil. 
Möge  dieser  zweite  Teil  der  gleichen  Vorzüge  teilhaftig 
befunden  werden,  welche  die  Kritik  der  Fachblätter  dem 
ersten  in  so  reichlichem  Maße  zuerkannt  hat! 

Charlottenburg,  den  23.  Februar  1902. 

Prof.  Dr.  O.  Dziobek. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Die  zweite,  nach  dem  Ableben  des  Verfassers  erscheinende 
Auflage,  enthält  nur  unwesentliche,  meist  stilistische  Änderungen. 
Einzelne  Rechnungen  sind  aus  dem  eigentlichen  Buch  in  die 
Aufgaben  verwiesen  worden,  um  den  Lernenden,  der  die  Grund- 
prinzipien erfassen  will,  nicht  gleich  zu  Beginn  zu  sehr  mit 
Rechnung  zu  belasten. 

Charlottenburg,  den  3.  Oktober  1921. 

W.  Dziobek. 
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Erster  Abschnitt, 

J;  1   bis  ^  G. 


§1- 

Das  rechtwinklige  Koordinatensystem  im  Räume. 

Orundformeln. 

Das  rechtwinklige  Koordinatensystem  wurde  sehr 
baki  aus  der  Ebene,  in  die  es  Cartesius  eingesetzt  hatte,  in 
den  Raum  übertragen,  da  hierbei  gar  keine  Schwierigkeiten 
zu  überwinden  waren  und  der  unschätzbare  Vorteil  einer 
einheitlichen  Lagenbestimmung  die  kleine  Mühe  überreich- 
lich  lohnen  mußte. 

Es  werden  bei  ^ J- 

der  Bildung  eines 
räumlichen  recht- 
winkligen Koordi- 
natensystems irgend 

drei  aufeinander 
senkrechte  und  all- 
seitig unbegrenzt 
vorgestellte  Ebenen 
(Fig.  1) als  Koordi- 
natenebenen an- 
genommen. Ihre 
drei  Schnittlinien, 
in  deren  jeder  man 
noch  die  Positiv- 
und  Negativrich- 
tung nach  Belieben  wählen  kann,  sind  die  Koordinaten- 
achsen, die  a:- Achse,  die  ^/- Achse,  die  0- Achse.  Die  Ebenen 
heißen  nach  den  beiden  in  ihnen  liegenden  Achsen  die  ijz-^ 
die  zx-  und  a;i/-Ebene.  Der  Schnittpunkt  der  Ebenen  und 
Achsen  ist  der  Anfangspunkt. 

1 


Fi^.  1. 


2  §  1.     Koordinatensystem  im  Räume. 

Unter  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  im  Räume 
versteht  man  dann  die  drei  Lote: 

QP  =  x,     RP  ==  y,     SP  =  2, 

von  P  auf  die  t/^-,  die  £!x-  und  die  xy -'Ebene,  nachdem  sie 
durch  die  Längeneinheit  in  Zahlen  ausgedrückt  worden  sind 
und  diese  Zahlen  die  Vorzeichen  -|-  oder  —  erhalten  haben, 
je  nachdem  die  Richtungen  von  Q  bzw.  von  P  bzw.  von  S 
nach  P  mit  den  Positiv-  oder  Xegativrichtungen  der  x-  bzw. 
der  y-  bzw.  der  ^- Achse  übereinstimmen.  Der  Punkt  P 
wird  dann  P{xyz)  benannt;  seine  Koordinaten  sind  hiernach, 
geometrisch  betrachtet,  Längen,  denen  die  eine  oder  die 
andere  von  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  zukommt,  ana- 
lytisch aber  sind  sie  algebraische  Zahlen,  deren  absolute 
Werte  diesen  Längen,  deren  Vorzeichen  diesen  Richtungen 
entsprechen. 

Bemerkungen  a)  bis  i).  a)  In  Fig.  1  sind  bei  aufrechter 
Stellung  des  Buches  die  +a;- Achse  vom  Anfangspunkt  nach 
vorn  (d.  h.  auf  den  Leser  zu),  die  -j- i/- Achse  nach  rechts, 
die  +  •2'- Achse  nach  oben,  also  die  negativen  Richtungen  nach 
hinten,  links  und  unten  vorzustellen.  Diese  Übereinstimmung 
der  Achsenrichtungen  mit  den  Hauptrichtungen  des  aufrechten 
menschlichen  Körpers  ist  zwar  durchaus  nicht  notwendig,  er- 
leichtert aber  doch  namentlich  dem  Anfänger  die  Anschauung, 
b)  Man  beachte  das  dem  Punkte  P  zugehörige  Rechtflach 
PPTSQ  VO  U,  in  welchem  jede  Koordinate  viermal  als  Kante 
vorkommt,  c)  Die  Figuren  in  diesem  Buch  sind  fast  alle  als 
schiefe  Projektionen  der  räumlichen  Gebilde  auf  die  yz-Eheue 
—  die  Ebene  des  Papiers  —  so  gezeichnet  worden,  daß  die 
Projektion  der  -|-a:-Achse  mit  der  -(-//-Achse  einen  Winkel 
von  1200  und  mit  der  -|-  ^- Achse  von  150^  bildet.  Die  (/  und  z 
erscheinen  also  in  ihrer  wirklichen  Richtung  und  Größe;  um 
aber  wenigstens  die  Größe  der  .r  richtig  wiederzugeben,  kann 
man  annehmen,  daß  der  projizierende  Strahl  gegen  die  -f-'^'-A-chse 
um  450  geneigt  sei.  Nur  gelegentlich  (z.  B.  Fig.  10,  S.  68)  wurde 
diese  Neigung  so  gewählt,  daß  die  .r- Koordinaten  eine  Ver- 
kürzung auf  die  Hälfte  ihrer  wahren  Länge  erfahren  (um  die 
unschöne  Abplattung  des  Profils  der  Kugel  zu  verringern,  ohne 
die   perspektivische  Wirkung   der   Schiefe   zu   beeinträchtigen). 


tj  1.     Koordinatensystem  im  Haume. 


(1)  Selbstverständlich  würde  mau  auch  drei  schief  aufeinander- 
steheude  Ebeueu  zu  Koordinatenebenen  macheu  können  [siehe 
I,  {^4*)1.  Aber  nur  selten  liegt  ein  Bedürfnis  zur  Einführung 
solcher  schiefwinkligen  Koordinatensysteme  vor.  Wohl  aber 
erweisen  sich  beide,  recht-  und  schiefwinklige,  für  die  ana- 
lytische Behandlung  rein  ])rojektiver  Eigenschaften  als  zu  eng 
und  müssen  dann  zu  den  allgemeinen  Tetraederkoordinaten 
umgestaltet  werden,  als  den  Erweiterungen  der  Dreiecks- 
koordinaten in  der  Ebene  (siehe  I,  i^  21).  Da  aber  die  zu- 
gehörigen Entwickelungen  und  Betrachtungen  leicht  von  dort 
übertragbar  sind,  so  ist  unbeschadet  gelegentlicher  nachdrück- 
licher Hinweise  auf  projektives  Gebiet  von  den  Tetraeder- 
koordinaten kein  Gebrauch  gemacht  worden,  e)  Die  Koordi- 
natenebenen teilen  den  Raum  in  acht  Oktanten  mit  den  acht 
möglichen  Kombinationen  der  Vorzeichen,  welche  den  absoluten 
Werten  der  Koordinaten  anhaften.  Man  pflegt  sie  in  zwei 
Gruppen  zu  sondern,  eine  mit  einer  geraden,  die  andere  mit 
einer  ungeraden  Anzahl  negativer  Vorzeichen : 


Ers 

te  Gru 

ppe 

Zweite  Gruppe 

X             y 
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X             y 
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0- 
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+ 

+ 
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+ 

— 

+ 

— 

4- 

— 

— 

+ 

+ 

+ 
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Man  achte  nun  darauf,  wie  je  zwei  Oktanten  derselben 
Gruppe  längs  einer  Kante  (der  -|-  j>Achse,  der  —  .r-Achse  usw.) 
zusammenstoßen,  während  zwei  Oktanten  aus  verschiedenen 
Gruppen  entweder  Scheiteloktanten  sind  und  nur  den  Anfangs- 
punkt gemeinsam  haben  oder  zusammen  einen  räumlichen 
Quadranten  bilden,  f)  Die  a;- Achse  wird  auch  erste,  die 
y- Achse  zweite,  die  ^- Achse  dritte  Achse  genannt,  wobei 
man  stillschweigend  den  Zyklus  {xyz)  setzt.  In  Fig.  1  erscheint 
die  Drehung  in  der  a;i/- Ebene  der  -\- x-  nach  der  +?/- Achse 
um  90"  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger,  wenn  sie  von  einem 
Punkt   der  -f -^--^chse   (von    oben  also)   betrachtet   wird.     Das 


*)  Bei  Zitierung  des   ersten  Teiles  dieses  Lehrbuches  wird  dieser  I 
genannt. 
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gleiche  gilt,  dem  Zyklus  entsprechend,  von  der  Drehung  der 
-\-y-  nach  der  -^2-,  der  -\-0-  nach  der  -f^- Achse  um  90«, 
gesehen  von  einem  Punkte  der  -{-  x- Achse  bzw.  der  -}-  t/- Achse. 
Nimmt  man  aber  2..  B.  die  ^- Achse  nach  unten  positiv,  ohne 
die  Positivrichtungen  der  x  und  y  zu  wechseln,  so  kehrt  sich 
dieser  Drehungssinn  um.  Da  er  aber  andererseits  bei  jeder 
Verschiebung  und  Drehung  des  Koordinatensystems  (wobei  das- 
selbe wie  ein  fester  oder  starrer  Körper  anzusehen  ist)  erhalten 
bleibt,  so  wird  man  niemals  zwei  Koordinatensysteme  mit  ent- 
gegengesetztem Drehungssinn  so  zur  Deckung  bringen  können, 
daß  die  Positivrichtung  der  ersten  Achse  des  einen  Systems  mit 
der  Positivrichtung  der  ersten  Achse  des  anderen  Systems  und 
ebenso  die  Positivrichtungen  der  zweiten  und  der  dritten  Achse 
zusammenfallen.  Koordinatensysteme  mit  gleichem  Drehungs- 
sinn mögen  kongruent,  mit  entgegengesetztem  symmetrisch 
heißen.  Da  es  aber,  wie  vorhin  gezeigt,  so  einfach  ist,  den 
Drehungssiun  umzukehren,  so  sollen  bei  den  künftigen  Trans- 
formationen, wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  gesagt,  nur 
kongruente  Systeme  vorausgesetzt  werden,  und  zwar  nach  Fig.  1 
nur  solche,  bei  denen  der  genannte  Drehungssinn  entgegen- 
gesetzt zur  Uhr  ist*),  g)  Setzt  man  ^  =  0,  so  beschränkt  man 
sich  auf  Punkte  in  der  xy-F^hene  und  kehrt  zu  dem  ebenen 
Koordinatensystem  zurück,  h)  Weil  im  Räume  zur  Bestim- 
mung der  Lage  eines  Punktes  drei  voneinander  unabhängige 
Koordinaten  x^  y,  z  nötig  sind,  so  wird  er  dreidimensional 
genannt.  Der  Annahme  eines  vierdimensionalen  oder  ganz  all- 
gemein eines  w-dimensionalen  Raumes  läßt  sich  schlechterdings 
kein  analytisches  Hindernis  entgegensetzen,  wenngleich  die  An- 
schauung gänzlich  ermangelt.  Es  gibt  daher  in  diesem  Sinne 
eine  w-dimensionale  analytische  Geometrie,  gleich  als  ob  der 
zugehörige  «-dimensionale  Raum  wirklich  der  sinnlichen  Wahr- 
nehmung der  Körperwelt  zugrunde  läge.  Daß  dies,  sobald 
M>3,  nicht  der  Fall,  tut  der  inneren  Widerspruchslosigkeit 
und  Wahrheit  der  analytischen  Entwickelungen  keinen  Ab- 
bruch, i)  Es  mögen  hier  noch  diejenigen  (nicht  euklidischen) 
Raumformen    flüchtig    erwähnt   werden,    bei   welchen   manche 

*)   Dies   ist  bei  allen  Formeln   zu   beachten,    wo  ein   Drehungssinn 
gedeutet  werden  soll. 
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Axiome,  z.  B.  das  Parallelenaxiom  (durch  jeden  Punkt  nur  eine 
Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden)  in  Wegfall  kommen. 
Pei  derartigen  Betrachtungen  erscheint  die  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes,  d.  h.  unseres,  der  wirklichen  Anschauung 
entsprechenden  Raumes  als  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten 
allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre,  auf  die  hier  nur 
eben  hingedeutet  werden  kann. 


Aufgabe  I.  Gegeben  P(ar,y,^).  Gesucht  Länge  des 
Radiusvektor  OP  =  r. 

Bezeichnet  man  (Fig.  1)  OS,  also  die  Projektion  von  r  auf 
die  xy-Ehene,  mit  q,  so  folgt  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
OTS  und  OSP 

Qi    =  ä2  +  V/a,  7-2   =    ()2  _|_  ^2^ 

also 


,.2   :^   ^.2  +  ^2  ^_  ^2,      ,.   =    y':,2  +  ^2  +  ^2.  1) 

Bemerkung:  r  wird  als  Radiusvektor  gewöhnlich  absolut, 
ohne  Vorzeichen  genommen, 

Aufgabe  II.  Gegeben  F{cc^y^z).  Gesucht  Richtung 
des  Radiusvektor  OP. 

Lösung:  Selbstverständlich  ist  erst  ein  für  allemal  und 
grundsätzlich  zu  erläutern,  wie  überhaupt  Richtungen  im  Räume 
festzulegen  sind.  In  der  Ebene  reichte  hierzu  ein  Winkel 
aus,  der  sogenannte  Richtungswinkel,  beziehungsweise  seine 
trigonometrische  Tangente,  die  Richtuugskon staute  oder  der 
Richtungskoeffizient  ni  (siehe  I,  §  2).  Dieser  Richtungswinkel 
war  der  Winkel,  welchen  die  zu  ermittelnde  Richtung  mit  der 
Richtung  der  -|-  .r-Achse  bildet. 

Im  Raum  aber  werden  für  jede  Richtung  drei  Richtungs- 
winkel eingeführt,  nämlich  die  drei  Winkel  «,  /3,  ;',  welche  sie 
mit  der  -f-  :r-Achse,  der  +  y- Achse,  der  -|-  ^- Achse  bildet.    Also: 

2i  TOP  =  «,     2i  ÜOP  =  /3,     4  yOP  =  y. 

Insofern  sind  diese  drei  Richtungswinkel  dem  einen  Rich- 
tungswinkel in  der  Ebene  analog;  es  macht  aber  doch  einen 
wesentlichen  Unterschied  aus,  daß  dort  der  Richtungswinkel 
nur  in  einer  Ebene  lag,   hier  aber  der  Winkel«,   ebenso  wie 
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ß  und  y  in  jeder  durch  die  ä:- Achse  bzw.  y-  und  0- Achse 
gehenden  Ebene  liegen  kann.  Man  kann  daher  auch  nicht 
ohne  weiteres  von  dem  Sinn  sprechen,  in  welchem  z.  B.  die 
-j-  a:-Achse  um  den  Winkel  k  gedreht  werden  muß,  da  hierzu 
erst  anzugeben  wäre,  von  welcher  Seite  der  Ebene  des 
Winkels  «  diese  Drehung  betrachtet  wird. 

Die  drei  Winkel  a,  /3,  y  werden  daher  konkav  und  positiv, 
also  von  0^  bis  -{-  ISU"  augesetzt.  Man  findet  für  sie  aus  der 
Fig.  1  sofort  die  Formeln : 

X  X 

COSW    =r   —   = 


r  ya;2_|_y2_}_^2' 


cos^  =  i=      y 


cosy 


**         ya;2  +  1/2  +  ^rä 
z  z 


r         ^x^-^iß-\-z^ 
also  2) 

V</2  +  ^2 

Sin«  =  -|-       '"^ 


Va;2  -1-  2/2  _j_  ^2 


Sin  p  =  -\ JL —    , 

\'x^  -\-y^-\-z^ 

ix^  +  1/2 


Va;2  4-  ^2  _|_  ^2 

[Die  Sinus  werden  nach  der  eben  getroffenen  Vereinbarung 
positiv.] 

Aus  2)  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

x^  4-  «2  -I-  z^ 

C0s2«-[-  C0S2/J  4- C0S2a/  =      .  .7^-.- 

a:2  _|_  ^2  _^  ^-2 

cos2 «  -f  cos2  ß  -|-  cos2  y  =  l.  3) 

Es  wird  sich  bald  herausstellen,  daß  bei  Richtungswinkeln 
nicht  der  trigonometrischen  Tangente,  wie  in  der  Ebene, 
sondern  dem  Kosinus  der  Vorzug  zu  geben  ist.  Man  spricht 
daher  auch  kurz  von  den  drei  Richtungskosinus  einer 
Richtung.  Die  Formel  3)  kann  daher  auch  so  ausgedrückt 
werden : 

Die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Richtungs- 
kosinus ist  =  1. 
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Bemerkungen  a)  l)i8  i)  zu  Aufgaljell.  a.)  Nach  Formel  '6) 
könnte  ein  Richtungswinkel  eliminiert  werden,  indem  man  ihn 
durch  die  anderen  ausdrückt,  z.  B.: 


cos y  =  ^\\  —  C082 a  ~  cos^ ß.  3a) 

Es  wird  aher  meist  diivon  Abstand  genommen,  vornehmlich 
zur  Wahrung  der  Symmetrie;  dann  aber  auch,  weil  das  doppelte 
Vorzeichen  der  Wurzel  anzeigt,  daß  zu  gegebenen  Werten  von 
K  und  /j  zwei  supplementäre  Werte  von  y  gehören.  Und  in 
der  Tat:  Wenn  man  die  .r //-Ebene  als  Spiegel  ansieht,  in  welcher 
die  Richtung  OP  gespiegelt  wird,  so  bleiben  a,  und  ß  offenbar 
unverändert,  während  y  in  sein  Supplement  180" — y  übergeht, 
also  cos ;'  sein  Vorzeichen  wechselt.  Man  behält  daher  lieber  die 
Richtungswinkel  alle  drei  bei  und  benutzt  dann  die  Gleichung  3) 
gelegentlich  zur  Vereinfachung  und  Umformung,  b)  Bei  Ver- 
tauschung irgend  einer  Richtung  mit  ihrer  entgegengesetzten 
verwandeln  sich  die  Richtungswinkel  in  ihre  Supplemente  und 
die  Richtungskosinus  wechseln  ihre  Vorzeichen.  Faßt  man 
also  diese  beiden  Richtungen  zu  der  einen  Richtung  einer 
unbegrenzten  Geraden  im  Räume  zusammen  (vgl.  I,  §  2),  so 
bleiben  zwar  nicht  die  Kosinus  selbst,  aber  doch  ihre  Verhält- 
nisse cos  « :  cos /3 :  cos  7  eindeutig. 

Aber  auch  umgekehrt.  Wenn  diese  Verhältnisse  gegeben 
sind  durch  eine  Proportion: 

cos  a :  cos  ß :  cos  y  =  m:  n  :p,  4) 

so    sind    damit   die   zwei   entgegengesetzten   Richtungen    einer 
Geraden  bestimmt.     Denn  aus  3)  folgt  dann  sofort: 

cos  ci  z= ^^^^  ^     cos  ß  = 


+  ]  IH^  +  >?2  -f  ;>2  '  -I-  y,H2  _[.   ,(2  ^  ^2  ' 

cos  y  = •  5) 

+  \m^  +  w2  +  2)2 

c)  Setzt  man  in  2)  >•  =  1,  so  folgt,  daß  die  Richtungs- 
kosinus auch  als  Koordinaten  eines  Punktes  P  angesehen 
werden  können,  der  auf  der  Richtung  im  Abstände  ^  1  vom 
Anfangspunkt  liegt.     Und  da  sich  allgemein  aus  2)  ergibt: 

x:y:s  =  cos  a :  cos  ß :  cos  y,  2  a) 

so  stehen  die  Koordinaten  aller  Punkte,  welche  auf  einer  durch 
den  Anfangspunkt   gehenden   Geraden   liegen,   in    demselben 
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Verhältnis  zueinander,  d)  Liegt  die  Richtung  in  einer  Ko- 
ordinatenebene, so  ist  ein  Richtungswinkel  =  90^  der  zugehörige 
Kosinus  also  =  0,  z.  B.  für  die  yjs -Ebene:  cos  «  =  0.  Dann 
ergänzen  sich  ß  und  7,  falls  die  Richtung  in  dem  Quadranten 
zwischen  -\-  y  und  -)-  z  liegt,  zu  90^  und  für  die  anderen  Qua- 
dranten ist  ß  —  y  =  +90",  oder  ß -\- y  =  270*'.  Also  immer: 
cosy  =  4-sin/3.     Die  Gleichung  3)  gibt  dann  einfach: 

C082 /3  +  sin2 /3  =1,  3  b) 

und  so  kann  man  auch  3)  ansehen  als  Erweiterung  der  trigono- 
metrischen Formel  ob)  auf  drei  zueinander  senkrechte  Achsen 
im  Räume. 

Für  die  -|-  a::-Achse  ist 
M  =  0,  ß  =  ^  z=:  90",    also  cos«  ^  -f-  I1    C08/3  =  cos  7  =  0. 

Für  die  —  ^- Achse  ist 
«  =  180",  ßz=y=: 900,  also  cos ce  =  —  1,  cos ß  =  cosy  =0  6) 
usw.  e)  Endlich  sei  hier  ausdrücklich  und  ein  für  allemal 
bemerkt,  daß  man  die  Begriffe  Richtungswinkel  und  Richtungs- 
kosinus auf  alle  geraden  Linien  im  Räume  ausdehnen  und  nicht 
auf  solche  beschränken  soll,  welche  durch  den  Anfangspunkt 
gehen.  Eine  beliebige  Gerade  ist  im  allgemeinen  zu  den 
Achsen  windschief;  sie  bildet  aber  mit  ihnen  die  gleichen 
Winkel  wie  die  Parallele  durch  den  Anfangspunkt.  Man  legt 
daher  allen  parallelen  Richtungen  im  Räume  dieselben 
Richtungswinkel  und  dieselben  Richtungskosinus  bei.  f)  Für 
analytisch  geometrische  Entwickelungen  ist  die  eben  ausein- 
andergesetzte Methode  zur  Feststellung  von  Richtungen  ganz 
besonders  ihrer  Symmetrie  wegen  geeignet.  Sie  hat  deshalb 
hier  mit  Recht  die  erste  Stelle  erhalten,  trotzdem  es  noch  eine 
andere,  vor  mehr  als  zweitausend  Jahren  ersonnene,  eindeutige 
Richtungsbestimmung  durch  nur  zwei  Winkel  gibt,  welche 
man  in  der  Astronomie,  der  Geographie,  der  Geodäsie  usw. 
beinahe  ausschließlich  anwendet,  aber  auch  in  vielen  Zweigen 
der  Mechanik  und  Physik  (z.  B.  in  den  Problemen  der  Drehung 
und  des  räumlichen  Pendels),  kurz  überall  bevorzugt,  wo  durch 
die  Aufgabe  von  vornherein  eine  Richtung  vor  allen  anderen 
ausgezeichnet  ist. 

Diese  Richtung  sei  als  ^r- Achse   genommen  worden,   etwa 
Richtung  der  Erdachse  (-f  nach  Norden),  so  daß  die  .r //-Ebene 
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als  Äquatorebene  zu  betrachten  ist.  Außerdem  sei  die  Ebene 
des  Anfangs-  oder  Nullmeridians  zur  .r^-Ebene  gemacht  worden. 
Dann  ist  die  Ebene  (Fig.  1)  OVFS  Meridianebene  von  P.  Die 
Winkel 

entsprechen  somit  der  geographischen  Länge  und  der  geogra- 
phischen Breite,  l  möge  hier  aber  nur  östlich,  d.  h.  im  Sinne 
der  Drehung  der  -\- x-  zur  +  t/-,  — x-,  — y- Achse  und  zurück 
zur  +a:- Achse  von  0"  zu  90«,  180°,  270o  bis  360"  gerechnet 
werden*),  q)  dagegen  soll  nach  der  positiven  Seite  (nach 
Norden)  von  0°  bis  -f-  90"  und  nach  der  negativen  von  0"  bis 
—  90"  gehen,  g)  um  die  Brücke  von  den  analytisch -geome- 
trischen Richtungswinkeln  aßy  zu  diesen  beiden  Winkeln  l 
und  (p  zu  schlagen,  benutze  man  die  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  TOS  und  OSP.     Sie  ergeben: 

X  =  Q  '  cos  l,     ij  ==  Q  '  sin  7,     q  =  r  •  cos  cp,     z  =  r  -  sin  qp. 

Daher  nach  Elimination  von  q\ 
X  r=z  r  •  cos  (jp  •  cos  7,     y  =  r  '  cos  9)  •  sin  7,     2  =  r  •  sin  9.      7) 
Nun  folgt  aus  2): 

X  =  r  •  cos  «,    y  =  r  '  cos  ß,    ^  =  r  •  cos  y.  7  a) 

Daher: 
cos  «  =  cos  cp  •  cos  7,     cos  ß  =  cos  q)  •  sin  7,     cos  y  =  sin  qp,    8) 

womit  sofort  der  Übergang  von  cp  und  7  zu  a,  /3  und  y  her- 
gestellt ist. 

Daß  die  letzte  Gleichung:  cosy  =  sin  qp  richtig  ist,  lehrt 
auch  ein  Blick  auf  die  Fig.  1,  welche  zeigt,  daß  y  und  cp  Kom- 
plementwinkel sind  (y  =  Abstand  vom  Pol),  daß  also: 

y -\- cp  =  dO'i,     y  =  90o  — go,     9  =  900  —  7.  9) 

Die  umgekehrte  Transformation  von  a,  ß  und  y  zu  q)  und  7 
vermitteln  nach  8)  und  9)  die  Formeln: 

„-„  7        cosa      .    ,        cos/3    ,    ,        cos/3         ^    , 

m  =  90"  —  y,  cos  7  =  -. — ,  sm  I  =  ^— ^,  tg  7  = •       8  a) 

sin  y  sm  y         .        cos « 


*)  In  der'  Geographie  ist  es  leider  immer  noch  üblich ,  die  Länge 
nach  Ost  und  West  um  je  180"  zu  zählen,  .während  der  Astronom  die 
Rektaszensionen  und  der  Geodät  die  Azimute  nur  in  einem  Sinne  von  0" 
bis  360"  nimmt. 
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h)  Die  Lage  der  fünf  Winkel  a,  /3,  y,  I,  (p  zueinander  ge- 
winnt übrigens  an  Deutlichkeit,  wenn  sie  auf  einer  Kugel  um 
0  als  Mittelpunkt  —  man  denke  an  Erd-  oder  Himmelskugel  — ^ 
deren  Radius  =  1  gesetzt  werde,  durch  Bögen  größter  Kreise 
dargestellt  werden.  Man  sieht  dann,  daß  die  beiden  ersten 
Formeln  8)  auch  durch  Anwendung  des  sogenannten  pythago- 
reischen Lehrsatzes  für  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck 
entstehen,  i)  Es  mag  noch  erwähnt  werden,  daß  )•,  ^,  ?  auch 
räumliche  Polarkoordinaten  von  P  heißen.  Der  Über- 
gang von  ihnen  zu  den  rechtwinkligen  Koordinaten  geschieht 
durch  die  Formeln  7). 

Aufgabeln.  Gegeben  zwei  Punkte  Pi(xi  j/i^',), 
^ii^iVi^i)-     2u  ermitteln  die  Entfernung  r  =  Pj  P2  und 

die  Richtung  von  P^  nach  Pg 
durch  die  Winkel  a,  /j,  y. 

Lösung  (Fig.  2):  Man  ver- 
schiebe das  Koordinatensystem 
parallel  mit  sich  selbst  so,  daß 
der  neue  Anfangspunkt  mit  einem 
der  Punkte,  etwa  Pj  zusammen- 
fällt. Dann  werden  die  Koordi- 
naten von  Pa*. 

(sie  heißen  auch  relative  Koor- 
dinaten von  Po  in  bezug  auf  Pj),  und  die  Formeln  1)  und  2) 
ergeben  nun  sofort: 

J\  10) 


Fig.  2. 


r  =  \{x,  -  x,y  -f  (//2  -  y,y-  +  (.~o 


cos«  = 


cos/3  = 


y^—yi 


cosy 
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r  r  ■  r 

also  auch  die  überaus  wichtige  Proportion   zwischen   den  drei 

Kosinus  T  ^^    V 

cos  a :  cos  p  :  cos  y  =  Xo  —  ^1 : i/2  —  i/i  •  ~ 2  —  ^n  IIa) 

d.h.  die  Richtungskosinus  einer  durch  zwei  Punkte  im 
Räume  gehenden  Richtung  verhalten  sich  wie  die  Diffe- 
renzen der  zugehörigen  Koordinaten.     (Vgl.  I,  §  5.) 

Aufgabe  IV.  Gegeben  irgend  zwei  Richtungen 
a-ißiyi  und  «o/^oj'o  im  Räume.  Gesucht  der  von  ihnen 
uebildete  Winkel  d. 


ij  1.     Konrdiuatenaystem  im   lifiuinc.  i\ 

Lösung:  Man  ziehe  fani  einfachsteuj  (liu(;li  den  Anfanj^s- 
punkt  zwei  (ierade  mit  den  gegebeneu  Kichtimgen  und  nehme 
auf  jeder  irgendwo  einen  Punkt  1\  (äi//i-?i)  bzw.  1\  {x^y^^i) 
au  (Flg.  2).  Der  Winkel  ö  möge,  weun  niclits  weiter  gesagt, 
konkav  und  ohne  Vorzeichen  genommen  werden.  Danu  ist 
nach  dem  Kosinussatz  für  ebene  Dreiecke: 

cos  d  =  ■        , 
oder  nach   1)  und   10): 
cos  6  =  ^i'+yi'  +  ^i'+^2''+y2''+<g2'^-(a:2-a;i)''-(y.2-.Vi)^-(>^2-^i)'-' . 

Nach  Zusammeuzielien  des  Zählers  wird  die  Formel  viel 
einfacher: 

QQQ  g  __  -^i^ä  "^~  yi  .V2  ~1~  -^1  ^2 ^  .  ^2  _i_  2/1  ^  i^  1  fl  ^  £2       j2i 

>"i  »'2                     r^     »'2       >"i    >'2  /"i     »'2 

oder  endlich  nach  2): 

cos  d  =  cos  Kl  •  cos  «2  +  cos  ßi  '  cos  /jg  "1-  cos  y^  •  cos  ^2-   13) 

Bemerkungen  a)  bis  f)  zu  Aufgabe  IV.     a)  Um   diese 

überraschend  einfache  und  so  wichtige  Formel  13)  zu  prüfen, 

lasse   man   die   beiden   Richtungen    zusammenfallen.     Es  wird 

dann  Ö  =  0,  cos  6  =  1  und  man  erhält 

1  =  cos^«!  -j-  cos2/3j  -j-  cos^j'i, 

wie  es  sein  muß  nach  3). 

Oder  man  lasse  die  zweite  Richtung  mit  der  -f-  a;-Aclise 
zusammenfallen,  so  folgt  sofort  nach  6):  cosö  =  cosmj,  d.h. 
d  =  «j,  usw.  b)  Führt  man  nach  8)  in  die  Formel  13)  statt 
der  Winkel  «,  /j,  y  die  Winkel  l  und  (p  ein,  oder  behält  noch 
besser  y  ^=  90'^  —  (p  bei,  wodurch  8)  die  Ge>talt  erhält: 

cos  u  =  sin  y  •  cos  7,     cos  ß  =  sin  ;'  •  sin  /, 
so  folgt: 

cos  Ö  =  sin  7i  •  sin  y^  •  cos  /^  •  cos  Zg  +  sin  yi  •  sin  y^  •  sin  J^  •  sin  lo 

-\-  cosyi  •  cosyo, 
d.  h. 

cos  d  =  cos  7i  •  cos  ;'2  +  sin  y-^  •  sin  72  •  cos  (/j  —  /g)-        ^^) 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  nichts  anderes  als  der  Aus- 
druck für  den  Kosinussatz  der  sphärischen  Trigonometrie,  wie 
man  sofort  erkennt,  wenn  y^,  y^  und  6  nach  der  vorher  aus- 
einandergesetzten   Methode   auf    die   Einheitskugel    als   Bögen 
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projiziert  werden.  So  könnte  nach  und  nach  die  sphärische 
Trigonometrie  überhaupt,  wenn  man  es  darauf  anlegen  würde, 
vollständig  auf  analytisch -geometrischer  Grundlage  abgeleitet 
werden. 

c)  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  daß  die 
Richtungen  («i/^ij^i)  und  {(^.^ßzy^)  aufeinander  senkrecht  stehen. 
Es  wird  dann  8  =.  90",  cosö  =  0.     Also: 

Die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  zweie  r  Kich- 
tungen  wird  durch  die  Gleichung: 

0  =  cos  «1  cos  «2  -|-  cos  /3i  cos  ß^  +  cos  7i  cos  /a  15) 

dargestellt.     (Vgl.  I,  §  2.) 

Da  sie  für  die  Kosinus  homogen  ist,  so  kann  man  statt 
dieser  auch  ihnen  proportionale  Werte  setzen.  Daher:  Ver- 
halten sich  die  Kosinus  einer  Richtung  wie  nh'.n^-.p-^  und  die 
einer  anderen  wie  ^3:^2 -2^21  so  wird  die  Bedingung  des 
Senkrechtstehens  durch  die  Formel: 

gegeben. 

d)  Man  beachte  aber  auch  die  sehr  wichtige  Folgerung 
aus  lö)  und  15a),  daß  eine  gegebene  homogene  lineare 
Gleichung: 

«j  cos « -f 'i  cos /3 -|- ^j  cos  7  =  0  15b) 

unzählig  viele  Richtungen  bestimmt,  welche  alle  auf  ein  und 
derselben  Richtung  senkrecht  stehen,  d.  h.  also  in  derselben 
oder  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

e)  Die  Gleichung  1 3)  gibt  cos  ö.  Wird  sin  b  gebraucht, 
so  bilde  man: 

sin  d  =  y  1  -  cos^  Ö  =  y  1  -  (cos  «j  cos  «2  +  cos  ß^  cos  ß^  -f  cos  ',\  cos  y^y. 
Der  Radikand  gestattet  eine  eigenartige  Umformung.    Man 
setze  zunächst  für  1  das  Produkt: 

1  z=  (cos2  «1  -|-  cos2  /3i  +  cos2  7i)  (cos2  «2  -\-  cos^  ß^  -\-  cos2  ^2) 
und  wende   nun  die  folgende,   in   der   analytischen  Geometrie 
des  Raumes  viel  benutzte,  merkwürdige  Identität  an'^'): 

(■Z-l^  +  Vl^  +  ^1-)  (.'-2^  4-  Ik-  +  -2'2-)  -  {Xl  ■^-2  +  Hl  i/2  +  ^l  ^2)-      lg. 
=   (2/1^2  —  ^1^2)^  +  {^1^2  —  -l-l  ^2)^  +  (-^1  ^2  —  l/i  •'•2)^ 


*)  Derartige  Umforrauugen  algebraischer  Ausdrücke  finden  sieb  viele 
bei  analytisch-geometrischen  Entwickelungen. 
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deren  Richtigkeit  man  hinterher  durch  Auflösen  der  Klammern 
sofort  bestätigen  kann.     Es  folgt  dann: 


sin  d  =  \^u'^  +  v^  -t  tfä,  17) 

wo  «,  V,  w  Abkürzungen  für  die  Ausdrücke  bedeuten: 
u  =  cos  ßi  cos  j'2  —  cos  Yi  cos  /ig, 
V  =  cos  Yi  cos  «2  —  cos  «1  cos  ^25  1^) 

w  =  cos  «1  cos  /ij  —  cos  ßi  cos  «2- 
f)  Mau  beachte,  daß  j«,  v,  w  den  beiden  Gleichungen  ge- 
nügen (vgl.  die  folgende  Aufgabe): 

itcos«!  +vcos/3i  +  t(;cos>^i  ^0, 

M  cos  «2  -f  V  cos  /ig  -|-  tf  cos  ;'o  =  0.  ^ 

Aufgabe  V.  Gegeben  irgend  zwei  Richtungen  /j 
{'^ißi'i'i)  uöd  /a  ("2/^2/'2)  ij^  Raum.  Gesucht  diejenige 
Richtung  /g  («3/^37.3),  welche  auf  beiden  senkrecht  steht. 

Lösung:  Man  setze  für  /^  und  1^  ebenso  für  /g  und  J.^ 
nach  15)  die  Bedingungen  des  Senkrechtstehens  an,  also: 

cos  «3  •  cos  «1  -\-  cos  /ig  •  cos  /ij  -j-  cos  ^3  •  cos  7i  =  0, 
cos  «3  •  cos  «2  -}-  cos  /ig  •  cos  /^a  +  cos  73  •  cos  yj  =  0, 

und  bestimme   die  Verhältnisse   cos  «g :  cos  ß^ :  cos  y^.     Es  folgt 
nach  Ausführung  dieser  kleinen  Rechnung: 

cos  «3 :  cos  /ig :  cos  /g  =  «  :  v :  «f, 

wo  t(,  i\  w  wieder  die  Ausdrücke   18)   sind,  wie  nach    19)   zu 
vermuten  war.     Nach  4),  .5)  und  17)  daher: 

n  u 


cos«,  = 


+  V'h2 

-f  f2 

-1-  2t'2 

V 

±  ivfi 

-t-  V2 
tu 

'-1-M?2 

+  sin  ä ' 


~^ A  =  -.-  ,  .     ■  .      ■  =  +B^ .  2«) 

cos  Vo    :^   =   -. -. T  • 

+  y'M2  +  1-2  Ar  IV'-        ±  sin  ö 
Bemerkungen  a)  bis  c)  zu  Aufgabe  Y.     a)  Zur  Kon- 
trolle von  20)  lasse  man  die  erste  Richtung  mit  der  -|-  :r-Achse, 
die    zweite    mit    der    -j-?/- Achse    zusammenfallen,    setze    also 
nach  6): 

cos«!  1=  4-  1,    cos/ij  =  0,    cosyi  =  0, 
cos  «2  =  0,    cos/ia  ^  -r  1,    cos  72  =  0. 
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Daher  nach  18): 

u  =  0,    V  =  0,    K-  =  -I-  1, 
und  uach  20): 

cos «3  =:  0,     008/3.3  =  0,     cos/3  =         -  T^  +  1, 

J.  h.  die  Richtung  der  positiven  oder  negativen  ^- Achse,  h)  Das 
doppelte  Vorzeichen  in  20)  entspricht  nach  Anmerkung  h)  zu 
Aufgabe  II  den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  des  Lotes. 
Es  bleibt  daher  noch  die  Frage  offen,  ■welche  Richtung  das 
positive,  welche  das  negative  Vorzeichen  in  20)  anzeigt,  deren 
Beantwortung  freilich  erst  ein  in  allen  Fällen  passendes 
Kriterium   zur   Unterscheidung   dieser  Richtungen    voraussetzt. 

Jede  Drehung  in  einer  Ebene,  also  auch  die  Drehung  von 
("i/^iJ'i)  Dach  («2/^272)  um  den  konkaven  Winkel  d  kann  je 
uach  der  Seite''),  von  welcher  sie  betrachtet  wird,  im  Sinn 
oder  im  entgegengesetzten  Sinn  des  Uhrzeigers  erscheinen. 
Aber  auch  das  Lot  geht  je  nach  der  Richtung,  welche  ihm 
beigelegt  wird,  also  auch  je  nach  der  "Wahl  des  Vorzeichens 
in  20)  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Ebene.  Dem- 
zufolge muß  das  gewünschte  Kriterium  hierauf  Bezug  nehmen. 

Nun  gibt  in  dem  eben  behandelten  besonderen  Falle  a) 
das  positive  Zeichen  in  20)  die  -j-«"- Achse,  das  negative 
Zeichen  die  — ^- Achse.  Andererseits  kann  offenbar  der  all- 
gemeine Fall  aus  irgend  einem  besonderen  Fall  durch  stetige 
Veränderung  der  Richtungen  von  J^  und  /o  abgeleitet  werden,  ohne 
daß  sie  jemals  zusammenfallen  oder  entgegengesetzt  werden  — 
dann  nämlich  würden  u,  v,  w  verschwinden  und  die  Lotrichtung 
unbestimmt  werden.  Da  ferner  bei  beständigem  Festhalten 
des  -|- -Zeichens  in  20)  ein  plötzliches  Umspringen  des  Drehungs- 
sinnes ausgeschlossen  ist,  so  erhält  man  nach  der  auf  S.  4 
festgesetzten  Vereinbarung  über  den  Drehungssinn  des  Koordi- 
natensystems die  folgende  Entscheidung: 

Das  positive  Vorzeichen  in  20)  entspricht  der- 
jenigen Richtung  des  Lotes,  von  welch  er  aus  die  Drehung 
der  ersten  nach  der  zweiten  Richtung  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  des  Uhrzeigers  erscheint. 


*)  Die  beiden  Seiten   einer  Ebene  sollen  hier  die  beiden  Teile  sein, 
in  welche  der  Raum  durch  die  Ebene  geteilt  wird. 
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c)  Vertauscht  man  die  beiden  gegebenen  Iiichtungen,  so 
wechselt  d  seinen  Drehungssiun.  Es  wechseln  aber  auch 
u,  i\  IV  ihre  Vorzeichen  und  also  auch  die  im  Kriterium  an- 
gezeigte Lotrichtung,  wie  es  sein  muß. 

Diesen  Nachweis  der  Bedeutung  des  Vorzeichens  in  20) 
halte  man  nicht  für  unwichtig.  Wo  immer  eine  Drehung  um 
irgend  eine  Achse  in  Frage  kommt,  da  hat  mau  sofort  beide 
Richtungen  der  Achse  auseinander  zu  halten,  um  überhaupt  den 
Sinn  dieser  Drehung  erst  angeben  zu  können  *).  Bei  Drehungs- 
momenteu,  Kräftepaaren  (Pfeile  derselben),  bei  elektrischen 
Strömen  um  Magnete  (Araprresche  Kegel)  usw.  ist  dies  durch- 
aus unerläßlich.  Die  analytische  Behandlung  solcher  Fragen  der 
Mechanik  und  Physik  erfordert  daher  gebieterisch  Untersuchungen 
von  der  Art,  wie  hier  eine  als  Beispiel  geführt  worden. 

Aufgabe  VI.  Gegeben  eine  durch  einen  gegebenen 
Punkt  Po  (.^V//o■^'o)  gehende  Gerade  l  mit  der  Richtung 
(«,  /3, ;-).  Das  Lot  q  von  einem  beliebigen  Punkte  P(x,  y,  z) 
im  Raum  auf  /  zu  berechnen. 

Lösung:  Bezeichnet  man  PqP  mit  r  und  den  Winkel 
zwischen  r  und  \  mit  d,  so  ist: 

g  ^=  rsiu  d. 

Da  die  Richtung  (aj,  /3i,  y^  von  r  sofort  nach  11)  durch 
die  Gleichungen: 

cos  w,  = ^ ,    cos  /3i  = —  ,    cos  7i  = 

1  r  r  y 

bestimmt  wird,  so  berechne  man  sinö  nach  17).    Es  wird  hier: 

(s — ;?o)cos/3  —  (w — ?/o)cos7 
«  =  cos  /3 .  cos  7i  —  cos  y  •  cos  ß,  =  ^ -^ ^^ — — 

Ganz  ebenso  folgen  v  und  tv.  Setzt  man  diese  Ausdrücke 
in  1 7)  und  darauf  sin  ö  in  die  Formel  q  =  r  •  sin  Ö  ein ,  hebt 
dann  noch  den  Faktor  r  im  Zähler  und  Nenner,  so  folgt: 

^  l/    [{y  -  ijo)  cos  y  -{2-  0o)  cos  /3J2  -f  [{z  -  ^o)  cos  « 
^        r  -{x-  Xo)  cos  7]2  -f  [(x  -  Xq)  cos  ß-{y-  ?/o)  cos  a]^  ' 


*)  Die  Erde  z.  B.  dreht  sich  entgegengesetzt  zum  Uhrzeiger,  wenn 
man  sich  außerhalb  derselben  über  dem  Nordpol  vorstellt  und  auf  sie 
„herunter"  sieht.  Setzt  man  in  diesen  Satz  Südpol  statt  Nordpol,  so  ist 
gerade  das  Gegenteil  richtig.  Mit  dem  Finger  auf  einem  Blatt  Papier 
im  Kreise  herumfahren  und  dabei  sagen:  so  dreht  sich  die  Erde,  oder 
so  läuft  sie  uai  die  Sonne,  darf  man  nur,  wenn  zugesetzt  wird:  von  Norden, 
oder  von  Süden  her  betrachtet.     Sonst  hat  es  keinen  „Sinn". 
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oder  auch  nach  der  Identität  16 j: 


1 


i{x — x^y  +  (y — voY  +  {2— soY — [{x — xo)  cos «  22 

+  (^  —  2/0)  cos  ß  +  (2  —  z^)  cos  y]2. 

Aufgabe  VII.  Gegeben  irgend  zwei  Richtungen 
^  (^-1/^1 /'Ol  ^2 ('^-2/^2 72)1  die  man  am  einfachsten  von  dem- 
selben Punkt  ausgehen  lassen  kann.  Gesucht  eine 
beliebige  Richtung  hi^^-zßzyz)  i^  ^^r  durch  /^  und  1^ 
bestimmten  Ebene. 

Lösung.    Es  sei  hioc^ß^yi)  die  auf  1^  und  h,  also  auf  ihrer 

Ebene,  also  auch  auf  /g  senkrechte  Richtung.  Die  Formel  1  b)  gibt 

dann:       _  ,  ^         j    , 

0  =  cos  «4  cos  «1  -f  cos  P4  cos  Pi  -\-  cos  ^4  cos  7i , 

0  =  cos  oc^  cos  «2  +  cos  ß^  cos  /^j  +  cos  y^  cos  72  ? 
0  =  cos  «4  cos  «3  -|-  cos  ßi  cos  /^g  -\-  cos  74  cos  73. 
Eliminiert  man  hier  cos  «4:  cos /34 :  cos  74,  so  folgt  in  Deter- 
minantenform '■') :  ,  , 

I  cos«!   cospi   cos7i 

0  =  !  cos  «2  cos /Sa  cos  72  23) 

.  cos  «3   cos  ßa   cos  73 
Diese  Gleichung  ist  also  diejenige  Bedingung,  welche  er- 
füllt  sein   muß,    damit  irgend    drei   Richtungen    in    derselben 
Ebene,  bzw.  in  parallelen  Ebenen  liegen.    An  ihrer  Stelle  kann 
man  auch  die  drei  Gleichungen  setzen: 

cos  «g  =  Aj  cos  «1  4-  A2  cos  «2, 

cos  /3g  ^=  Ai  cos  ßi  +  A2  cos  ßc,,  24 1 

cos  73  =  Ai  cos  7i  -f  A2  cos  72, 
da  nach  Elimination  von  Aj  und  A2  wieder  23)  entsteht. 
Aj  und  Ag  sind  übrigens  voneinander  abhängig,  da  die  Be- 
dingung 3)  auch  für  («3/3373)  erfüllt  sein  muß.  Durch  Quadrieren 
und  Addieren  entsteht  daher,  wenn  der  Winkel  zwischen  1^ 
und  72  nait  Ö  bezeichnet  wird,  nach  3)  und  13)  die  Formel: 

1  =  Ai2+ A22  +  2A,A2COsd. 

Soll  z.  B.  7g  den  Winkel  Ö  halbieren,  so  ist  die  Bedingung 
zu  erfüllen: 

cos  «3  cos  «1  -f  cos  ßs  cos  ßx  -{-  cos  73  cos  7i  =  cos  «3  cos  «2 
-f  cos  ßs  cos  /32  -h  cos  73  cos  7o. 

Daher  nach  Einsetzen  von  24): 
Aj  -|-  A2  cos  d  ^  A2  +  Ai  cos  d. 

*l  Über  Determinanten  siehe  I,  §  20. 
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Also  Aj  =  Aj,  mithin  nach  der  eben  abgeleiteten  Beziehung: 
'-"'  V2(l+cos"d")  .^^^^ö- 

Die  liichtungskosinus  der  Winkelhalbierenden   sind  somit: 

,    cos  «1  4-  cos  «2  ,  ,    cos  ßi  4-  cos  ßo 

cosMg  =  ± ^^  ,      \    cos/ig  =   "^  --—      -^    '", 

2  cos  —  2  cos  — 

I    cos  y,  -1-  cos  y, 
cos  }'3  =  -I- ^-!-^  -^— ^'  • 

2  cos  — 

Ja 

Für  die  Nebenwinkelhalbierenden  würde  man  erhalten  haben : 

1 


A,    =:    -  A 


2    —  ^   , 

-h  2  sin  -^ 
also: 

,     cos«,  — cos«,               a             I     C08/3,  —  cos/3o 
cos  «3  =  +  i-     -. '  ,     cos  /jg  =   +  ^  ^^  , 

2  sin  —  2  sin  -^ 

.     cos  y,  —  cos  Va 

cos  yg  =  -h ^ — ^r    ^  . 

2  sin  ^ 

Übungsaufgaben : 

1.  Gegeben  Po(0,0, 0),Pi(0.  +  l,  +  l),P2(+ 1,0, -hl),P3(+l,+ 1,0). 
Zu  beweisen,  daß  Pq,  Pj,  Pg,  Pg  Ecken  eines  regulären  Tetraeders  sind. 

2.  Welche  Werte  haben  Richtungskosinus  und  Richtungswinkel  der- 
jenigen Richtung,  welche  gegen  alle  drei  Achsen  gleich  geneigt  sind. 

3.  Gegeben  Po  (+  4,  +  5,  +  7),  P^  (+  4,  -  5,  -  7),  \\  (-  4,  +  5,  -  7), 
Pg  ( —  4,  —  ö,  -|-  7).    Welche  Besonderheit  besitzt  das  Tetraeder  F^'P-^V<^I\. 

4.  Die  Richtungskosinus  einer  Richtung  /j  verhalten  sich  wie  3:4: 12. 
Die  einer  anderen  l^  wie  1:1:1.  Es  soll  eine  Richtung  /  festgestellt  werden, 
welche  mit  /^  einen  Winkel  von  60*^,   mit  Z,   einen  solchen  von  30"  bildet. 

5.  Man  beweise,  daß,  wenn  in  einem  Tetraeder  PqP]^Pc,P^  zwei  Paare 
von  Gegenkanten,  z.  B.  Po-f*i  und  PoPg,  sowie  P0P2  und  Pj  P3  aufeinander 
senkrecht  stehen ,  dies  auch  mit  dem  dritten  Paare  Pq  P3  und  Pj  Pg  der 
Fall  ist. 

6.  Gegeben  die  vier  Ecken  Pj  (.i'ii/i~i)j  ••■  irgend  eines  Tetraeders 
P1PJP3P4.  Es  ist  dieses  Teti-aeder  zu  einem  Parallelepipedon  zu  er- 
gänzen, derart,  daß  Pj,  Pg,  Pg,  P4  vier  von  den  acht  Ecken  desselben 
und  die  sechs  Kanten  P^  P2 ,  Pi  Pg  ■  •  •  zu  sechs  von  den  zwölf  Flächen- 
diagonalen des  Parallelepipedons  werden.  Zu  berechnen  die  Koordinaten 
der  vier  anderen  Ecken  P\,  P'g.  P'g,  P\.  (P\  soll  Pj  gegenüber- 
liegen usw.)     Wann  wird  das  Parallelepipedon  zu  einem  Rechtflach? 


AOf.f,  =.'•■'•' •'"'+-^+Jl' 
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§2. 

Fortsetzung  der  Grundformeln  der  analytischen  Geometrie 

des  Raumes.     Bestimmung  yon  Punkten  durch  zwei, 

drei  und  Tier  gegebene  Punkte. 

Aufgabe  I.     Gegeben  zwei  Punkte  J-^ii^i,  i/i-  ■^i)  und 
Pi{^2i  Vii  ^i)-     Gesucht:  Inhalt  des  Dreiecks  OFiPo- 
Lösung:    Es  ist  zunächst  (Fig.  2): 

also  nach  17),  §  1: 

Nun  ist  nach  18)  und  2),  §  1: 

U  ^=   COS  Pi  cos  72  —  cos  7i  cos  P2  =  — L^^L:  . 

^1  •  '"2 

Bildet  man  ebenso  >:  und  w  und  hebt  7\  r^  im  Zähler  und 
Nenner,  so  folgt: 

AOP1P2  =  '^•\{y^2i-Ziy2Y  +  {^iX2-x^z^Y-\-{x^y^-y^x^Y.  1) 

Eine  zweite  und  direkte  Ableitung  dieser  Formel  beruht 
auf  dem  viel  benutzten  Satze,  daß  die  senkrechte  Projektion 
einer  ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Ebene  gleich  dem  Produkt 
aus  dieser  Fläche  und  dem  Kosinus  des  Neigungswinkels  oder 
auch  des  Winkels  der  beiden  Lote  auf  die  Ebenen  ist.  Be- 
zeichnet man  also  mit  c/^^ß^y^  die  Richtungswinkel  des  Lotes  auf 
AOF1P2  =  A  und  mit  Ayz.,  Azx,  Axy  die  Projektionen 
von  A  auf  die  yz-,  zx-  und  a:y-Ebene,  so  folgt: 

/Sijz  =  /\'  cos  «3,   A  ^A'  =  A  •  cos  /^g,   l\  xij  -=z  L.-  cos  y^. 

Daher  durch  Quadrieren  und  Addieren  nach  3),  ^1: 

A2  =r  (A  yz)^  +  (A  zx)'^  +  (A  xy)\  2) 

eine  Formel,  die  übrigens  der  Formel  1),  §  1  völlig  analog  ist. 
Nach  I,  §  5  findet  man  aber: 

Ay^z^MiZii^,  ^^^^£if2_-^V-2^  A.ri/^^^^^^^^'s) 

di  £t  £t 

und  durch  Einsetzen  in  2)  entsteht  wieder  1). 
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Aufgabe  II.  Gegeben  drei  Punkte  l\Uu'h''\h  ^^i^illi^i)-, 
P^ix^y^z^.  Gesuclit  die  Formel  für  den  Knuminlialt  T 
des  Tetraeders  OF^F2P3- 

Erste  Lösung:  Es  seien  rj,  r^,  r^  die  drei  Längen  01\^ 
OP21  OPg\  cci/jjj'i,  «2/^2721  ^sßsYs  i'^J'ß  Richtungswinkel;  h  die 
Höhe  von  P3  auf  AOPiP^;  ^-ii^iVi  ihre  Richtungswinkel;  6  der 
Winkel  zwischen  r^  und  }\  und  endlich  X  der  Winkel  zwischen 
h  und  Kg.  Dann  ist  nach  der  Grundformel  für  Berechnung 
des  Volumens  einer  Pyramide: 

AOP.P^ 
3 

also,   da    A  OP^P^  =    ^  ^  ^ — — ,   /i  =  »'s  •  cos  A   (ohne   Rück- 
sicht auf  das  Vorzeichen): 

T  =       •  y\  •  r\'  >'3  •  sin  ö  •  cos  A . 

Nun  folgt  aus  13),  §  1: 

cos  A  =  cos  «3  •  cos  «4  -|-  cos  /jg  •  cos  ß^  -f  cos  j^3  •  cos  74, 
und  da  /i  auf  )\  und  r^  senkrecht  steht,  nach  20),  §  1: 

cos  «3  •  M  -|-  cos  ß^-  V  -\-  cos  J^g  •  i^ 


cos  A 


sind 


Also,  nach  Einsetzen  von  t(,  v,  iü  aus  18),  §  1: 

T  =  —  •  fj  •  Kj  •  rg  [cos  «3  (cos  /jj  cos  j'a  —  cos  /^  cos  ß^) 
+  cos/33(co87iCOsa2-cosaiCOS72)  +  cos73(cosaiCOs/3o— cos/iicoswo)]. 

X 

Setzt  man  hier  für  cos«i  ein:  -^  usw.  und  hebt  i\  'r.^-r^ 
im  Zähler  und  Nenner,  so  folgt  endlich: 

^=   -g     [^1^/2^3+^22/3^1   +^3  2/l^2-^l2/3^2-'^2yi^3-^3!/2^l]       "t) 

oder  in  Determinantenform: 

T^  —  \  X.  Vo  ^o  4al 


6 


^1 

?/i 

^1 

a^a 

!/2 

^3 

^3 

^3 

^3 

2* 
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§  2.     Fortsetzung  der  Grundformeln. 


Zweite  Lösung:  Dieselbe  stützt  sich  auf  den  Satz,  daß 
der  Rauminhalt  eines  schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas 
gleich  dem  Produkt  aus  dem  Querschnitt  und  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  den  drei  Seitenkaoten  ist.     Man  findet  (Fig.  8): 

Jeder  der  vier  rechts  stehen- 
den Körper  ist  ein  solches  Prisma. 
Die  Querschnitte  sind  der  Reihe 
nach: 

^.    AOQ.Qs^  AOQsQ-2^  AQi^t'J^:,- 
AOQ.Q,. 

Die  Seitenkanten  sind  der 
Reihe  nach: 

^■t  <^\t   ^z\    ^1  ^3?   ^25    ^l'.  ^ii   ^z't 

0,  z^,  z^. 
(0  -h  ^1  +  ^3)  +  A  OQ^Q.,  •  (0  +  ^3  -f  ^-2) 

+  A  q.q.q^  •  (^1  +  ^2  +  ^3)-  A  0Q,(h .  (0  +  ^1  +.-2)1- 

Diese  Formel  gestattet  sofort  eine  sehr  erhebliche  Verein- 
fachung.    Denn  es  ist: 

A  0  (,K  (^s  +  A  Og3<?o  +  A  (hQiQi  -  A  OQ,(l,  =  0. 
Multipliziert   man  mit 5-  (^1  -h  '«2  +  ^3)   und   addiert   zu 

o 

der  vorigen  Gleichung,  so  folgt  in  der  Tat: 

T=j[~AOQ,Q,'  z,  -  A  OQ^Q.^  -z.^A  OQ,  Q,  •  z,\ 

oder,  da:   AOQ.Qs  =  —  AOQsQ,,  AOQ^Qc,  =  —  AOQ.Q-, 
(siehe  I,  §  .5): 

T  =  ]- {z,  .  A  OQ,Q,  f  ^2  •  A  OQ,Q,  +  ^3  •  A  OQ,(l:\. 

Nach  Einsetzen  der  Formeln  für  die  Dreiecke: 

A  0(^2^3  =  ^^-^-^-^^  usw. 


entsteht  wieder  4). 


2 
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Bemerkung:  Wie  die  Formel  I,  8),  §  5  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  positiv  oder  negativ  geben  kann,  je  nach  dem 
„Umlaufssinn",  so  ist  hier  ein  gleiches  für  das  Volumen  eines 
Tetraeders  in  Formel  4)  zu  erwarten.  Aufschluß  über  diesen 
Punkt  gibt  wieder  die  früher  geführte  Untersuchung  über  die 
Bedeutung  des  Vorzeichens  in  2U),  §  1,  aus  der  hervorgeht, 
daß  cosA,  also  auch  T,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  Pg 
auf  der  Seite  des  AOF^P^  Hegt,  von  welcher  aus  gesehen 
die  Drehung  von  OPi  nach  OF.2  um  den  konkaven  Winkel  Ö 
entgegengesetzt  oder  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt.  Gleich- 
bedeutend hiermit  ist  das  folgende  Kriterium: 

Die  Formel  4)  gibt  den  Rauminhalt  des  Tetra- 
eders positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Umlauf 
Pi — P.2 — Pj— Pi  von  „außen",  d.  h.  von  der  zum  Punkte  0 
entgegengesetzten  Seite  des  AP1P2P3  betrachtet, 
„links"  herum  oder  „rechts"  herum  erfolgt. 

Aufgabe  III.  Gegeben  irgend  vier  Punkte  P^,  P^, 
P3 ,  P4 ;   gesucht  der  R a u m Inhalt    T  des   Tetraeders 

P^P.PsP.- 

Lösung:  Dieselbe  wird  sofort  erhalten,  wenn  man  einen 
Punkt,  z.  B.  Punkt  Pj  zum  Anfangspunkt  macht  und  Formel  4) 
anwendet.     Es  wird: 


5) 


X.2      Oi\    D-i     ■  iii    Zo      ^i 

•^3      ''"1    Vs  ~'  Vi    ^3      ^1 
x^      jTj    y^      yi    z^      Zi 

Diese  Formel  ist  unsymmetrisch,  läßt  sich  aber  ohne  Mühe 
nach  Einführung  einer  neuen  Horizontal-  und  Vertikalreihe 
(siehe  I,  §  20)  symmetrisch  gestalten.     Man  findet  dann: 

1         X,        ?/i        Zy 

rp  i  '       Xo     i/o     Zo 

~  6      1    Tg   ys   Z3 

1      ^4     Vi     ^i 


5  a) 


[Subtrahiert  man  in  5  a)  die  Elemente  der  ersten  Horizontal- 
reihe von  denen  der  übrigen,  so  wird  die  erste  Vertikalreihe: 

1,  0,  0,  0 

und  die  Determinante  5  a)   reduziert  sich  auf  diejenige  in  5).] 
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Bemerkung:  Die  bisher  in  §  1  und  2  entwickelten  Formeln 
genügen  vollständig,  um  die  Berechnung  von  Winkeln,  von 
Entfernungen,  von  Flächeninhalten  ebener  Polygone  und  von 
Rauminhalten  irgendwelcher  Polyeder  (letztere  können  von 
einem  beliebigen  Punkt  aus  in  Tetraeder  geteilt  werden,  vgl.  I. 
§  5)  analytisch  durchzuführen.  Sie  sind  die  Grundformeln 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  d.  h.  Formeln, 
die  stets  gebraucht  werden,  wo  immer  diese  Wissenschaft  An- 
wendung findet. 

Aufgabe  IV.  Gegeben  zwei  Punkte  Piix^y^z^), 
Pzi^iVi^i)-  Gesucht  irgend  ein  Punkt  F{xyz)  auf  ihrer 
Verbindungslinie. 


P  P 

Lösung:   Es  sei  A  das  Verhältnis  (PiP^P)  =  W^v,- 

P^P 
findet  wie  in  I,  ^5: 


Man 


^—    1-;.  '   y~    1-;.  '    ^  — "T^zi-         *»> 

oder  auch,  für  manche  Zwecke  vorteilhafter: 

x  =  Xi-\-v{x^—Xi),  y  =  y2  +  v(yi  —  tj2%  z  =  z.2  +  v{2^—z^\  7a| 
wenn  in  6)  gesetzt  wird: 

—  ^—^^  =  a  =  1  —  i',       y-— -^  =  V  =  \  —  u.  S) 

Für  A  =  —  1,  oder  ^  =  v  ■=  -^  erhält  man  die  Mitte: 

Führt  man  in  7)  den  Radiusvektor  }\2  und  seine  Richtungs- 
winkel {(xßy)  ein,  setzt  also: 

^2  —  -'^'i  =^  '"i2  •  cos  cc  usw., 
so  folgt: 

X  =  x-i  -\-  Q  cos  «,     y  z=  y^  -\-  Q  cos  fi,     z  =  e^-\-  Q  cos  7,     9) 

wo  jetzt   Q  z=  IX  •  )-i2    der  von    Punkt   zu    Punkt    veränderliche 
Parameter  ist.     Seine  Bedeutuni?  ist  auch   sehr  einfach,   denn 
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Q  ist  nichts  anderes,  als  die  Entfernung  zwischen  F  und  P,, 
und  zwar  positiv,  wenn  P  auf  derselben  Seite  von  Fi  liegt, 
wie  r.,  und  negativ  im  entgegengesetzten  Falle. 

Aufgabe  V.  Gegeben  drei  Punkte  Pj,  Pj,  P3.  Ge- 
sucht ein  beliebiger  Punkt  P(x,y^z)  in  der  Ebene  des 
Dreiecks  P1P3F3. 

Lösung:  Führt  man  die  Verhältnisse  n^-.n^'.ns  der  drei 
Dreiecke  ein,  welche  P  zur  Spitze  und  der  Reihe  nach  F^F^^ 
P3P1,  P1P2  zur  Grundlinie  haben,  so  folgt,  ganz  wie  in  I,  §  5: 


^h  4-  «2  +  "3 
^h]h±Jhjh±nzyi 
Wi  -f  W2  +  »^3       ' 

»?i  -f  w,  +  ^'3 


10) 


Haben  Wj,  ng,  «3  dasselbe  Zeichen,  so  liegt  P  innerhalb  des 
Dreiecks.     Für  den  Schwerpunkt  ist  Wj  =  Wj  =  »?3,  also: 

_  .rH-^a-h^       „  _  Vi  4-^/2  4-  2/3       ^  _  «'i  +  ^2  +  ^3    ift„. 
•*'  —  .1  1     y  — •  o    '        1      ■*  —  . ,  ■   A"  «*; 

Aufgabe  VI,  Gegeben  vier  Punkte  F^F^F^F^.  Ge- 
sucht die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  P  so,  daß 
die  vier  Tetraeder  mit  P  als  Spitze  und  den  Drei- 
ecken PoPsPi,  P3P4P1,  PiP^Pi,  P1P2P3  als  Grundflächen 
sich  wie  vier  gegebene  Zahlen  Mi:»?2:«3:«4  verhalten. 

Lösung:  Man  bestimme  den  Schnittpunkt  F'{x'y'z')  von 
PF^  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  F1P2F3.  Die  drei  Tetraeder 
mit  P  als  Spitze  und  den  Dreiecken  F'P^Fs,  P'PaPi,  P'PiP2 
als  Grundflächen  verhalten  sich  dann  wie  diese  Dreiecke;  ein 
gleiches  gilt  aber  auch  für  die  Tetraeder  mit  P^  als  Spitze 
und  denselben  Dreiecken  als  Grundflächen.  Also  gilt  es  auch 
für  die  Differenzen,  d.  h.  für  die  drei  ersten  in  der  Aufgabe 
genannten  Tetraeder.     Daher: 

A  P'Pa  Ps :  A  P'  P3 Pi  :  A  P'Pa  Pg  =  n,  ■  »'2 :  ^h- 

Die  Koordinaten  von  P'  folgen  also  aus  10),  wenn  dort 
auf  der  linken  Seite  statt  xi/z  gesetzt  wii'd  x'i/'s'. 
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Endlich  verhalten  sich  die  Tetraeder  mit  A  P^F^Ps  als 
Grundfläche  und  P^  bzw.  P  als  Spitze  wie  die  zugehörigen 
Höhen.     Diese  verhalten  sich  aber  wie  P^P'-.PP'^  d.  h.: 

P^P' :  PP'  =  n,  +  »?2  +  »?3  +  »i  ■  ^v 
Will  man  daher  die  Formel  6)  anwenden,  um  P  durch  P^ 
und  P'  zu  bestimmen,  also: 

Xi  —  Ix' 

X  = 1—  usw., 

1  —  A 

80  ist  für  A  der  Wert  zu  setzen: 

PP*  _  _  P,P'-PP'  _  _  ^h±n2±Jh 

-^    PP'    ~  PP'  ~~  «4 

Werden  dann  noch  für  x'\j' z'  ihre  eben  bestimmten  Aus- 
drücke, also: 

x'  =  ~     ^  ' — ^-^  usw. 

«1  -h  «2  +  »«3 

eingeführt,  so  entstehen  die  Formeln: 

tiiXi  -f-  n^x^  -p  "3^3  ~r  '^4'^4 


iC  ^ 


Wj  -\-  W2 

+ 

W3  +  W4 

Wl^l  -(-W,l/2 

+ 

Ws/Zs  +  W^ 

.'/4 

»1  +  «2 

+ 

9?3  +  »4 

Wi-2^1  -h  %^2 

+ 

«3^3  +  W4 

^4 

11) 


«,   +  «2  +  W3  +  th 

Soll  P  innerhalb  des  Tetraeders  liegen,  so  müssen  Wj,  Wgi 
W3,  »4  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Für  n^  ■=  0  kommt  man 
wieder  auf  die  Formeln  10)  zurück  und  P  liegt  in  der  Ebene  des 

Dreiecks  PjPgPs-    Setzt  man  n^  =  n^  =  0  und     '"  =  —  A,  so 

"1 
liegt  P  auf   der  Geraden  durch  Pj  und  P^  und   es   entstehen 
die    Formeln  6).     Für    n^  =  n.2  =  »3  =  Ui    erhält    man    den 
Schwerpunkt  des  Tetraeders: 

OC-i    ~\~  OCn  ~Y~  jCq  -j-  jCa 

X  =  ~^— ^ — ^ — -- — -  usw. 
4 

Die  Formeln  11)  sind  übrigens  identisch  mit  den  Formeln  für 
den  Schwerpunkt  von  vier  Massenpunkten  Pj,  P^,  P^.  P^  mit 
den  Massen  Hj,  u^,  ":^,  »i- 
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Man  kann  auch  (J)  ansehen  als  l'arameterdarstellung 
einer  geraden  Linie  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  Pj,  P^', 
10)  als  Parameterdarstelluiig  einer  Ebene  durch  irgend  drei 
in  ihr  liegende  Punkte  1\,  Pgi  ^sJ  H)  endlich  als  Parameter- 
darstellung für  alle  Punkte  des  Raumes  durch  irgend  vier 
gegebene  I'unkte  2^i,  P.,,  I\,  P^. 

Übungsaufgaben. 

1.  Die  Verbindungslinien  der  Mitten  gegenüberliegenden  Kanten  eines 
Tetraeders  gehen  durch  den  Schwerpunkt  und  werden  dort  halbiert. 

2.  Gegeben  eine  Gerade  /j  durch  zwei  ihrer  I'unkte  Pi(-\-4,  -j-b,  — 2), 
P^X — 1'  — •!)  ~l~3),  ebenso  eine  zweite  Gerade  h  durch  P^i — 5,  -4-  1,  -f  0), 
PJ  (+ 4,  +  2,  4- 7)  und  eine  dritte  Gerade  /y"  durch  Pr,{-\- \, -^2, -\-3), 
Pq{ — 7,  — 5,  -f- !)•  ^  erlangt  wird  eine  Gerade  /,  welche  /^  in  ^1(^1^1*1*, 
/g  in  ','2(.t"2!/2~2)>  '3  ^^  k^si-'-'a^s^s)  ^o  schneidet,  daß  Q^  Mitte  von  ^1  und 
(^3  ist.  Es  sind  die  neun  Koordinaten  dieser  drei  Schnittpunkte  zu  be- 
rechnen. 

3.  Gegeben  dieselben  drei  Geraden  ij,  /2.  I3  wie  in  2).  Sie  aollen  vor- 
gestellt werden  als  drei  unbegrenzt  verlängerte  windschiefe  Kanten  eines 
Parallelepipedons.     Es  sind  die  acht  Ecken  zu  berechnen. 

4.  Das  Volumen  dieses  Parallelepipedons  ist  zu  finden. 

.1.  Der  Inhalt  T  eines  Tetraeders  ist,  ausgehend  von  den  Formeln  5) 
und  5a),  durch  die  Seiten  r^n,  »"is,  r^,  rjs,  rc^,  r^^  desselben  auszudrücken. 


>J  ö. 

Das  Problem  der  Koordinatentransformation. 

Orthogonale  Transformationen  und  Beziehungen  zT\'ischen 

ihren  neun  Koeffizienten. 

Parallelverschiebung.  Der  Übergang  von  einem 
Koordinatensystem  zu  einem  anderen  ist  schon  in  §  1  für  den 
einfachen  Fall  erledigt  worden,  daß  die  Achsen  parallel 
bleiben,  also  nur  eine  Parallelverschiebung  vorliegt.  Nennt 
man  hier  «,  6,  c  die  Koordinaten  des  neuen  Anfangspunktes 
in  bezug  auf  das  alte  System,  xyz  die  Koordinaten  irgend 
eines  Punktes  P  im  ersten  und  x'y'2'  im  z\veiten  System,  so 
sind  die  Transformationsformeln: 

x  =  x'-\-a,     ij  =  y'-{-b,     z  =  z'-\-c  1) 

oder  umgekehrt 

x'  =  X  —  a^     y'  =  y  —  h^     2'  =  z  —  c.  la) 
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Drehung.  Weit  umständlicher  dagegen  wird  die  Be- 
handlung des  Problems,  wenn  sich  die  Achsenrichtungen  ge- 
ändert  haben,    wobei    zunächst   noch   der    Einfachheit   wegen 

derselbe  Anfangspunkt  vor- 
ausgesetzt werden  mag  (Fig.  4). 
Auch  soll  der  Drehungssinu 
beider  Systeme  derselbe  sein, 
was  ja  keine  wesentliche  Be- 
schränkung ist,  da  im  entgegen- 
gesetzten Falle  nur  eine  Achse 
im  neuen  System  die  Positiv- 
richtung zu  wechseln  hat,  um 
Übereinstimmung  des  Drehungs- 
sinnes zu  erzielen.    (Siehe  §  1.) 

Um  zunächst  die  gegen- 
seitige Lage  beider  Systeme  zu- 
einander festzustellen,  nimmt  man,  wie  sich  sofort  heraus- 
stellen wird,  am  besten  die  Kosinus -der  neun  konkaven  Winkel, 
welche  die  Positivrichtungen  der  drei  Achsen  des  einen  mit 
denen  des  anderen  Systems  bilden.  Zur  Erläuterung  dient 
das  folgende  Schema: 


Fisr.  4. 


X         11          z 

x' 

«1 

6i 

Cl 

y' 

«2 

h 

C2 

z' 

«3       ^3 

C3 

2) 


in  welchem  ttj agag,  h^h<^h^^  «"i^gCg  die  genannten  neun  Kosinus 
sind,  und  zwar  ein  jeder  desjenigen  W^inkels,  welchen  die  in 
derselben  Vertikalreihe  stehende  Achse  des  ersten  mit  der  in 
derselben  Horizontalreihe  stehenden  Achse  des  zweiten  Systems 
bildet.     Also  z.B.  i\  =  cos(^y^). 

Die  Transformationsformeln  selbst  ergeben  sich  nun  mit 
größter  Einfachheit  aus  folgenden  beiden  Sätzen: 

a)  Die  Projektionen  zweier  gebrochener  Linien  (hier  OBQP 
und  OR'Q'F)  zwischen  demselben  Anfangs-  und  Endpunkt 
auf  irgend  eine  Richtung  sind  einander  gleich. 
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b)  Die  Projektion  einer  geraden  Strecke  auf  irf,'end  eine 
Kichtung  ist  gleicli  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Strecke  und 
dem  Kosinus  des  Neigungswinkels  der  Pichtung  der  Strecke 
gegen  diese  Richtung. 

Projiziert  man  dalier  sowohl  011(^1'  als  auch  Oli'Q'  i*  auf 
irgend  eine  Richtung  /,  so  folgt  sofort: 

X cos  (xl)  -^  ij  cos  {yl)  -\-  s  cos  {zl) 
=  x'  cos  (x^l)  -f  y'  cos  (y'l)  +  z'  cos  (s'l). 

Läßt  man  hier  /  mit  der  -f- ^"-Achse  zusammenfallen,  so 
wird : 

cos(x?)  =  co8(Ä:.r)  =  -|-  1,     cos{yl)  =  cos  (^7)  =  0, 
cob(x'1)  =  «1,     cos{y'l)  =  Oa,     cos(^f7)  =  a^. 

Wird  eingesetzt  und  darauf  J  ebenso  in  die  y-  und  die 
^- Achse  verlegt,  so  folgt: 

X  =  a^x'  -\-  a^y'  -\-  a^z'^ 

y  =  b,x'  -\-b,y'  -\-h,z-\  3) 

z  =  Cix'  -{-c^y'  +  Cs£'. 

Bringt  man  aber  7  der  Reihe  nach  mit  den  Achsen  des 
anderen  Systems  zur  Deckung,  so  ergibt  sich  in  ganz  gleicher 
Weise: 

x'  =  Oi.r  +  6iy-f  Ci^, 

y' =  a^x -^  b2y  ^  c^z ,  3a) 

z'  =  a^x  -\-bsy  +  csz. 

3)  und  3a)  sind  die  gewünschten  Transformations- 
formeln. Sie  können  nur  Umkehrungen  voneinander  sein, 
so  daß  z.  B.  durch  Einsetzen  von  3)  in  3  a)  die  drei  Iden- 
titäten x'  =  x\  y'  =  y\  z'  =  z'  entstehen  müssen.  Dabei  ist 
sehr  merkwürdig,  daß,  wie  man  sieht,  beide  Male  genau  die- 
selben neun  Koeffizienten  auftreten,  nur  daß  solche  drei,  die 
bei  3)  in  einer  Horizontalreihe  nebeneinander  stehen,  bei  3a) 
in  einer  Yertikalreihe  untereinander  angeordnet  sind  und  um- 
gekehrt. Dies  ist  ein  wesentliches  Merkmal  einer  solchen 
„orthogonalen"  Substitution,  deren  Formeln  3)  und  3a)  übrigens, 
wie  man  sieht,  auf  das  innigste  mit[dem  Schema  2)  verknüpft  sind. 

Beziehungen  zwischen  den  neun  Koeffizienten  der 
orthogonalen  Transformationen.     Die  neun  Koeffizienten: 

a^b^c{,     a^b^c^;     03^3^3 
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sind  durchaus  nicht  voneinander  unabhängig,  sondern  durch 
Bedingungen  aneinandergeknüpft,  denen  man  eine  große 
Mannigfaltigkeit  von  Formen  gegeben  hat.  Am  einfachsten 
gelangt  man  zu  ihnen  durch  die  Bemerkung,  daß  a^h^r^  die 
Richtungskosinus  der  .r'- Achse  in  bezug  auf  das  System  xyz 
und  ebenso  «2 ^2*^2  die  Richtungskosinus  der  ?/'- Achse,  a^h^c^  der 
,5^'- Achse  sind.    Nach  3),  §  1  bestehen  also  die  drei  Gleichungen: 

«2'^^V  +  C22  =1,  i) 

Nun  sind  ferner  x\  y\  z'  drei  aufeinander  senkrechte  Rich- 
tungen. Die  Formel  15),  §1  für  die  Bedingung  des  Senkrecht- 
stehens gibt  daher: 

«2«3  +  ^2^-'3  +^2^3    =    0, 

«i«2  +  ^1^2+  CjCa  =  0. 

Diese  sechs  Gleichungen  4)  und  5)  sind  voneinander  voll- 
ständig unabhängig.  Aber  sie  sind  auch  zugleich  erschöpfend, 
so  daß  jede  andere  Relation  zwischen  den  neun  Koeffizienten 
als  eine  Folge  von  ihnen  darstellbar  sein  muß.  Denn  4)  sagt 
aus,  daß  rti^jCi  usw.  überhaupt  Richtungskoeffizienten  sind, 
während  nach  5)  diese  drei  Richtungen  aufeinander  senkrecht 
stehen,  wie  es  von  den  x'-,  ?y'-,  ^'- Achsen  verlangt  wurde. 

Allerdings  darf  man  dabei  keinen  Unterschied  machen 
zwischen  Transformationen  auf  kongruente  und  auf  symme- 
trische Koordinatensysteme,  welche  vielmehr  erst  noch  zu 
trennen  sind.  Hierzu  eignen  sich  aber  die  in  Autgabe  V,  >;  1 
angestellten  Untersuchungen  über  die  Entscheidung  zwischen 
den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  eines  Lotes  ganz 
vortrefflich.  Denn  läßt  man  dort  die  erste  Richtung  mit  der 
4- jj'- Achse,  die  zweite  mit  der  +?/'- Achse  zusammenfallen 
und  nimmt  in  20),  §1  das  -|- -deichen,  so  entsteht  bei  Kon- 
gruenz die  Richtung  der  4- ^^'- Achse,  bei  Symmetrie  der 
—  ^'- Achse.    Im  ersteren  Falle  folgt  also  [nach  18)  und  20),  §  1]: 

cosr/g  =  «3  :=  u  -=  h^c.2  —  (\h-2  usw.. 

im  anderen  aber: 

(/g  =  —  (/>,  fo  —  Cy  h„)  usw. 


§  3.     KuordiDatentransformatioD.  29 

Gemäß  dem  Zyklus  (x' y' z')  erhält  man  also  bei  Koni,'ruonz, 
wie  hier  vorausgesetzt,  die  ucuu  Gleichuugeu : 

«j    =z    ^2^3  —   »"2^3;    *1    =   ^a«8  —  «2^3;    ^1    =    «2''^3  —  ^-'2<'3  ^ 

«2    =   ^^3^1  —  «^s'^n    ^2    ^=    ^'3«1  —  «S«"!;    <^2   ^    <'3  ^1   —  ''^3"n         6) 

Og   =    ^1^2  —  ^l'^2;    ^3    =    ^l"2 <'l'^2;    ^3    =    U^b^—h^U^. 

während  bei  Symmetrie  rechts  die  Vorzeichen  gewechselt 
werden  müssen. 

Man  bemerke  wohl,  daß  die  neun  Gleichungen  6)  in 
doppelter  Weise  zyklisch  sind.  Denn  je  drei  untereinander 
stehende  werden  durch  den  Zyklus  (12  3),  also  eigentlich 
(x'y'z'),  nebeneinander  durch  Zyklus  (abc)  oder  {xy^)  inein- 
ander übergeführt.  Es  könnte  also  eine  für  alle  mit  der  Maß- 
gabe gesetzt  werden,  daß  damit  alle  durch  Anwendung  der 
Zyklen  entstehenden  mitgegeben  seien. 

Die  Formeln  6)  zeigen  zugleich  eine  besondere  Eigentüm- 
lichkeit der  Substitutionsdeterminante: 

«1      «2     üs 
A   =        /'i      ^2     ^3  ') 

^1      <'2      ^3 

an,  daß  nämlich  die  neun  Unterdeterminanten  hier  mit  den 
Elementen  übereinstimmen.  Bezeichnet  man  sie,  wie  in  I, 
§20  mit: 

A^xC^;     .42^2^;    A,B,t\, 

so  ist  z.  B.:  4  17 

A^  —  b,c^  —  c^bs, 

also  nach  6): 

Ai  ^=  eil  usw. 

Der  Wert   von  A   selbst   ist   auch   sofort  zu  haben.     Man 

entwickle  nach  den  Elementen  der  ersten  Vertikalreihe: 

z/  =  a,A,^b,B,-^c,C,  =  ü,^^h,^^c,^, 

also  nach  4) :  j  ,    ■,  cv 

(Für  Transformationen  in  symmetrische  Systeme  dagegen: 
z/=-l.) 

Entwickelt  man  aber  z/  nach  den  Elementen  der  ersten, 
dann  der  zweiten  und  dann  der  dritten  Horizontalreihe,  so 
folgt  nach  6)  und  8)  sofort: 

fli^  +  «2^  +  «3^  =  1, 
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Und  zieht  man  endlich  die  Beziehungen  zwischen  Elementen 
und  Unterdeterminanten: 

61  C'i  +  h^  C'a  +  &3  C'3  =  0  usw. 
zu  Rate,  so  entstehen  noch  die  Gleichungen: 

«1^1  -]-  «2^2  +  '^h^h  =^  ö- 
Wie  man  sieht,  gehen  4a)  und  5a)   aus  4)  und  5;  auch 
durch  Vertauschung  von  Vertikal-  mit  Horizontalreihen  hervor 
und  ihre  Richtigkeit  folgt  auch  a  priori  durch  die  Bemerkung, 
daß  jede  der  drei  Gruppen: 

die  drei  Richtungskosinus  einer  Richtung  gibt,  nämlich  der 
+  :r-,  der  -}- y-  und  der  -f^-Achse,  aber  bezogen  auf  das 
a;' ?/' ^'-System  als  Koordinatensystem. 

Übrigens  entstehen  auch  4)  und  5),  bzw.  4  a)  und  5ä)  rein 
analytisch  durch  Ansetzen  der  Bedingung,  daß  3)  und  3a) 
Umkehrungen  voneinander  sein  sollen.  Dean  setzt  man  z.  B. 
3)  in  die  erste  der  Formeln  3a)  ein,  so  wird: 

x'  =  a,  {ciyx'  +  «2^  +  «sO  +  &i(^ä;'  -^  b^y'  -\-  h^z') 
+  c,  (c,  X'  +  c,y'  +  c,z')  =  (ai2  +  6,2  +  c,^)x' 

Diese  Gleichung  muß  eine  Identität  sein,  d.  b.  die  Koeffi- 
zienten von  x\  y'  und  z'  müssen  rechts  -f  1?  0,  0  sein,  womit 
drei   der  Gleichungen  4)   und  5)   wiedergefunden   werden  usw. 

Erhebt  man  die  Gleichungen  3)  ins  Quadrat  und  addiert, 
bildet  also: 

^•2  4_  ^2  _^  ^2  =  («^  ^'  ^  a^y'  ^  „3^')2  ^  (Z,^.^'  4.  j,_,/  4_  i^~'y 

+  {c,x' +  c,y' -^  c,z% 
löst  die  Klammern  auf,  zieht  entsprechende  Glieder  zusammen 
und  wendet  4)  und  5)  an,  so  entsteht  sehr  einfach: 

x^ -\- y^ -]- z^  =  x'2  +  //'2  4-  ^'2,  9) 

d.  h.  jede  orthogonale  Transformation  hat  die  Eigentümlichkeit 
—  welche  auch,  wenn  man  will,  als  Definition  vorangestellt 
werden  kann  — ,  die  Summe  der  Quadrate  der  Variablen  „in  sich 
selbst"  zu  transformieren.  Diese  Summe  ist  für  solche  Substitu- 
tionen „invariant",  was  ja  auch  durch  Formel  1),  ^  1  ihre  Er- 
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klärung  findet,  da  sie  das  Quadrat  des  Abstandes  vom  Anfangs- 
punkt  in  dem   einen  wie   in  dem  anderen  System  geben  muß. 


Besonders  einfach  wird  die  Transformation,  wenn  dabei 
eine  Achse,  etwa  die  4; -Achse  unverändert  bleibt,  also  eine 
Drehung  um  sie  vorgenommen  wird.  Der  Drehwinkel  sei  <jp; 
dann  ist  augenscheinlich: 

Z,(yx')  =  dOo-(p,    z,{yy')  =  cp,    4(2//)  =  90«, 
A,{0x')  =  'dO\    4(.-t/')  =  900,    ^(^■2')  =  0. 

Die  Formeln  3)  werden  daher  jetzt: 
X  =  x'  cos  (f  —  ij  sin  ^, 
■  ?/ :=  a;' sin  (p  +  ?/' cos gj,  3b) 

z  =  z\ 
und  man  erhält  nach  Fortlassung  der  selbstverständlichen  dritten 
Gleichung  wieder  die  Formeln   für  die  Drehung  eines  ebenen 
Koordinatensystems,  wde  sie  in  I,  §  4  abgeleitet  worden  waren. 

Hier  genügte  eine  einzige  Größe,  ein  Winkel  9).  Aber  der 
allgemeine  Fall  verlangt  selbstverständlich  drei  Parameter,  da 
es  sich  um  neun  Koeffizienten  handelt, 
die  nur  durch  sechs  voneinander  unab- 
hängige Gleichungen,  nämlich  4)  und  5) 
oder  4  a)  und  5  a)  miteinander  verknüpft 
sind.  Dies  geht  auch  aus  der  folgenden 
geometrischen  Betrachtung  hervor: 

Es  sei  zur  besseren  Übersicht  um 
den  Anfangspunkt  0  als  Mittelpunkt 
eine  Kugel  beschrieben  (Fig.  5),  welche 
die   positiven  Achsen   in  den  Punkten 

(+^),  (+!/),  (+-^~);  (+n(-f  A(+~^')         ""'•'■ 

schneidet.     Führt  man  die  Gerade  OT  ein,  in  welcher  die  xy- 
und  die  a;'?/'-Ebene  sich  schneiden,  bezeichnet  einen  ihrer  beiden 
Schnittpunkte  auf  der  Kugel  mit  (T)  und  nennt  dann: 
qp  den  Winkel  von  (+ a:)  nach  (T), 
T^  den  Winkel  voq  (-[-  x')  nach  (T), 
ö  den  Winkel  zwischen  (+  x)  (T)  und  (+  x')  (T), 
und  nimmt  sie  positiv,   w^enn,  wie  in  Fig.  5,  die  erste  Drehung 
von  (-f  z\  die  zweite  von  (+  z'\  die  dritte  von  (T)  aus  (außen) 
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entgegengesetzt  zur  Uhr  erscheint,  negativ  im  anderen  Falle, 
so  kann  die  Transformation  auf  folgende  drei  Drehungen 
zurückgeführt  werden*): 

1.  Drehung    von  (x){ij){z)   um    (2).     Winkel  =  cp.     Neue 

Lage  (^)(??)(^),  (^)  mit  (e),   (|)  mit  (T)  zusammen- 
fallend. 

2.  Drehung    von    {^){r}){t,)    um    (^).     Winkel  =  d.      Neue 

Lage  (r)('?')(n>  (I')  n»it  (I),  (^')  mit  (^')  zusammen- 
fallend. 

3.  Drehung  von  {^')  {r}')  (^')  um  (^'>    Winkel  =z  —  ip.   Neue 

Lage  (a:')  (?/')  (^')- 
Die  Formel  3  b)  ergibt  in  ihrer  Anwendung  auf  diese  drei 
Fälle : 


I. 

II. 

X  =  ^coscp  —  rj  sin  9), 

1  =  r, 

y  =  ^sin  q)  -\-  >/  cos  (p, 

>^  =r  ^^'cos^  —  s'sind, 

z  =  l 

^  =  f^'sinö  +  ^'cosd. 

III. 

I'  =  x'  cos  il>  -{-  y'  sin  t/.-, 
»^'  =  —  ^'  sin  t^  -h  ?/'  cos  t/,-, 
r  =  ^''. 
Werden   nun  die  beiden  Zwischensysteme  ^i]^  und  |'>/^' 
wieder  eliminiert,  was  durch  einfaches  Einsetzen  von  III  in  II 
und    darauf   von    II  in  I   bewirkt   wird,    so    entsteht    die    all- 
gemeinste Transformation  3.    Man  erhält  dann  durch  Vergleich 
der  so  gewonnenen  Transformationsformeln  mit  3.  für  die  neun 
Koeffizienten  die  Formeln: 

«j  =  cos  cp  cos  j/?  -f  sin  (jp  sin  4^  cos  ö, 

tta  =  cos  (jp  sin  i/'  —  sin  q)  cos  1/.'  cos  ö, 

tts  =  sin  (p  sin  8. 

fej  =:  sin  (p  cos  t  —  cos  cp  sin  i^'  cos  ö, 

h.2  =  sin  (p  sin  t/.-  +  cos  (p  cos  t/^  cos  ö,  10 

63  =  —  cos  qp  sin  d. 

Ci  =  —  sin  t  sin  ö, 

f  2  =  -j-  cos  i^  sin  Ö, 

Cg  =  cos  d. 

*)  Bekanntlich  führt  man  auch  in  der  darstellenden  Geometrie  die 
Auffindung  einer  beliebigen  rechtwinkligen  Projektion  eines  Gebildes  aus 
gegebenem  Grundriß  und  Aufriß  auf  solche  Drehungen  zurück. 
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Die  Ausführung  der  Zwischenrechnungen  ist  hier  unter- 
blieben, weil  die  Formeln  10)  mit  Ililfo  der  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  auch  unmittelbar  der  Fig.  5  ent- 
nommen werden  können.  Denn  u^  z.  B.  ist  nichts  anderes  als 
<ios{xx').  Bogen  {xx')  ist  aber  Seite  des  sphärischen  Drei- 
eckes {x)(7'){x').  Der  gegenüberliegende  Winkel  ist  ==  d  und 
die  anderen  Seiten  sind  (p  und  i^.  So  gibt  der  Kosinussatz  so- 
fort die  erste  der  Formeln  10)  und  die  anderen  findet  man 
durch  Anschluß  an  den  Punkt  (T)  in  ganz  gleicher  Weise. 

Die  Formeln  10)  werden  namentlich  in  der  Anwendung  auf 
Probleme  der  Physik  und  Mechanik  trotz  ihres  Mangels 
an  Symmetrie  bevorzugt,  besonders  weil  (p,  rp  und  ö  so  ein- 
fache Bedeutung  haben  und  die  Transformation  auf  Drehungen 
um  Koordinatenachsen  herauskommt. 

Daß  aber  andere,  durchaus  symmetrische  Darstellungen 
vorhanden  sein  müssen,  leuchtet  ein,  und  es  wäre  sonderbar, 
wenn  sie  trotz  gründlichster  Untersuchungen  über  orthogonale 
Transformationen  noch  nicht  gefunden  worden  wären.  Die 
folgende  rein  algebraische  und  rationale  rührt  von  Euler  her. 

Es  seien  w,  w,  p,  q  irgend  vier  Größen  und  es  werde  der 
Einfachheit  wegen  gesetzt: 

m2  -f  W2  -f  2)2  -f  ^2  =  iV.  11) 

Dann  hat  Euler  gefunden: 
_m2-f-M2^j)2_g2        _^np  —  mq        __    nq-\-mp 
«1  —  N  ^       —  JV        '       —  iV       ' 

^    ^^pn-\-mq    ^  ^m^  —  n^ -\- p^  —  q^     ^  ^^pq  —  mn 

^  N       '    ^  N  '      ^  N      ' 

qn  —  mp        qp-\-mn        m^  —  «2 — ^2_|_^2 

Ci  ^  -^        -^       ,  Ca  —  2        jy        ,  C3  —  -^ 

Der  Weg  zu  diesen  Formeln  möge  hier  nur  skizziert,  aber 
dem  Leser  die  Herleitung  selbst  überlassen  bleiben.  Euler 
hat  bewiesen,  daß  ein  starrer  Körper,  hier  das  System  xyz, 
aus  einer  Lage  in  eine  andere,  hier  x' y' z\  durch  eine  einzige 
Drehung  übergeführt  werden  kann*).     Die  Drehungsachse  muß 


*)  Dieser  Satz  über  Drehungen  um  einen  Punkt  heißt  der  Satz  von 
Xhasles".     Euler  hat  ihn  aber  früher  entdeckt. 
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also  in  beiden  Systemen  dieselben  Richtungswinkel  cK(3y  haben. 
Bezeichnet  man  den  Winkel  der  Drehung  mit  qp,  schließt  dann 
die  neun  Winkel  (xx')  usw.  mittels  des  Kosinussatzes  an  diese 
Achse  an  (die  Ausdrücke  sind  erst  zu  suchen)  und  führt  endlich 
m,  w,  p,  q  durch  die  Proportionen  ein : 

(p  .     (p  ,      .     w  .     w 

m :n:p:q  =  cos  ^  :  cos a  •  sm  -^  :  cos  p  •  sin  -^  :  cos  y  •  sin  ~ , 

Ji  £i  2t  A 

so  entstehen  die  Formeln  12). 


Es  bleibt  noch  die  allgemeinste  Transformation  zu 
erörtern,  bei  der  weder  der. Anfangspunkt,  noch  die  Achsen- 
richtungen geblieben  sind.  Hierzu  mache  man  den  Übergang 
über  ein  drittes  System  |>j^,  das  mit  xyz  die  Achsen- 
richtungen, mit  x'y' z'  den  Anfangspunkt  gemeinsam  hat.  Be- 
zeichnet man  mit  a,  &,  c  die  Koordinaten  des  neuen  Anfangs- 
punktes in  bezug  auf  das  System  xyz^  so  folgt  nach  1): 

Ä'  =  l-h  a,     »/  =  >;-!-  b,     z  =  %^c.  13) 

W^erden  ferner  die  neun  Richtungskosinus  «i  =  cos (iTic')  usw. 
eingeführt,  so  folgt  aus  3): 

t  =  a^x'  ^  a^y'  ^  a^z\ 

n  =  \x'^\y'-^h,z\  14) 

l  =  c^x'  -\-C2y'  +C3/. 

Durch  Zusammenziehen  ergibt  sich  also  die  gesuchte  Trans- 
formation : 

X  =  a-\-  a^^x'  -\-  a^y'  -\-  a^z', 

y  =  b-\-b,x'  +  b,y'-^b,z\  15) 

js  =  c  -\-  Ci  x'  -\-  C2  y'  -^  C3  z'. 

Sie  enthält  zwölf  Koeffizienten,  die  aber  nur  von  sechs 
willkürlichen  Größen  abhängen.  Denn  a,  ö,  c,  die  Yerschiebungs- 
komponenten  des  Anfangspunktes,  sind  ganz  willkürlich,  die 
neun  anderen  Koeffizienten  aber  hängen,  wie  eben  ausführlich 
gezeigt,  von  drei  Parametern,  z.  B.  g?,  t^  und  ö  ab.  So  stehen 
also  bei  der  allgemeinsten  Transformation  rechtwinkliger  in 
rechtwinklige  Koordinaten  sechs  willkürliche  Konstanten: 

rt,  6,  c,  (p,  xl\  d  16) 

zur  Yerfügung. 
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Bemerkung:  Die  Gleichimgen  15)  sind  niclit  nur  für  die 
analytische  CJeometrie  an  sich  von  größter  Ijedeutung,  sondern 
sie  bilden  auch  die  Grundlage  für  die  analytische  Behandlung 
eines  der  wichtigsten  Probleme  der  Mechanik,  des  Problems 
der  Bewegung  eines  starren  oder  festen  Körpers.  Mau  denkt 
sich  hierzu  ein  im  Räume  unbewegliches  Koordinatensystem 
der  xyz,  sowie  ein  im  Körper  festes  der  xfy'z\  welches 
letztere  daher  die  Bewegungen  dieses  Körpers,  als  mit  ihm  fest 
verbunden,  mitmachen  muß  und  bezieht  nun  jeden  materiellen 
Punkt  auf  beide  Systeme.  Dann  sind  jederzeit  für  den- 
selben materiellen  Punkt  x'y'z'  konstante,  xyz  aber  mit  der 
Zeit  veränderliche  Größen,  weil  sich  eben  die  Lage  der  Systeme 
zueinander  durch  die  Bewegung  stetig  ändert.  Es  sind  also 
auch  die  sechs  Größen  16)  Funktionen  der  Zeit  und  man  sieht 
wohl  ein,  daß  es  nunmehr  nur  noch  auf  die  Ermittelung  der 
letzteren  ankommt,  das  Problem  somit  eine  analytische  Grund- 
lage gewonnen  hat. 

In  der  Regel  wird  dabei  die  Transformation  15)  in  die 
beiden  Komponenten  13)  und  14)  aufgelöst,  d.  h.  in  die  Be- 
wegung des  im  Körper  angenommenen  Anfangspunktes  (meistens 
des  Schwerpunktes)  und  in  eine  Drehung  oder  vielmehr  kegel- 
förmige Bewegung  um  denselben'^).  Man  wird  nun  auch  ver- 
stehen, weshalb  einem  starren  Körper,  von  dem  angenommen 
wird,  daß  er  sich  beliebig  bewegen  könne,  sechs  Grade  von 
Freiheit  der  Bewegung  zuerteilt  werden. 

Übungsan%nben. 

1.  Man  zeige,  daß  eine  orthogonale  Transformation  3)  oder  3a) 
immer  auf  eine  Drehung  um  eine  Achse  zurückgeführt  werden  kann  und 
daß  für  die  Richtungskosinus  derselben  die  Proportion  gilt : 

n:p:q  =  Cg  —  &3  :  «3  —  Cj :  &i  —  Oo- 

2.  Man  eliminiere  aus  den  Relationen  zwischen  den  neun  Koeffi- 
zienten der  orthogonalen  Substitution  die  drei  in  der  Diagonale  stehenden, 
nämlich 

Ol,     fc2>     Ca 

und  zeige,  daß  für  die  übrigen  sechs  die  Gleichungen  gelten: 
Ccfi  —  bs^  =  «3^  — Ci'-  =  fci^  — a.32  =  «3  &i  Ca  — flog's  q. 


*)  Für  die  Erde  z.  B.  die  sogenannte  Präzession  und  Nutation.  Diese 
Bezeichnungen  hat  man  dann  auf  andere  Drehungen,  z.  B.  der  Ge- 
schosse übertragen. 

3* 


36  §  4.     Gleichung  einer  Fläche. 

3.  Nachdem  man  nach  1)  für  die  Verhältnisse  der  Differenzen 

Ca  —  &3 ,     Oo  —  Ci ,     fci  —  a, 

die  Bezeichnung  n:p:(j  eingeführt,  versuche  man  nach  2)  die  fauler  sehen 
Formeln  12)  abzuleiten. 

4.  Pia  sollen  nach  12)  alle  orthogonalen  Substitutionen  gefunden 
werden,  welche  zugleich  vertauschbar  sind  (xyz  mit  x'y' z'  zu  vertauschen). 
Nach  1)  entstehen  sie  durch  eine  halbe  Umdrehung.  Im  besonderen  drehe 
man  um  die  zu  der  x-,  y-  und  i-Achse  gleich  geneigte  Gerade.  Wie  lauten 
dann  die  Transformationsgleichungen? 


§4. 

Der  Begrift*  der  Gleichung  einer  Fläche. 

Die  beiden  Hauptprobleme  der  analytischen  Geometrie 

dos  Raumes. 

Die  Gleichung  einer  Fläche.  In  der  Ebene  stellt  eine 
Gleichung 

y  =  f{x) 
oder  in  impliziter  Form: 

eine  Kurve  dar.    Welcher  Art  wird  nun,  auf  drei  Veränderliche 
erweitert,  das  durch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

z  =  f{x,y)  1) 

oder  implizite: 

F{x,y,z)  =  0  la) 

analytisch  definierte  geometrische  Gebilde  seinV 

Dieses  Gebilde  ist  selbstverständlich  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  als  die  Gesamtheit  oder  der  Inbegriff  aller  Punkte 
im  Raum,  deren  Koordinaten  die  vorgelegte  Gleichung  1)  oder 
la)  erfüllen.  Man  sieht  aber  auch,  daß  zwei  Koordinaten  .r 
und  y  willkürlich  angenommen  werden  können,  wenigstens 
solange  nach  Einsetzen  ihrer  Werte  in  1)  oder  la)  für  die 
dritte  Koordinate  z  reelle  Werte  erzielt  werden.  Im  all- 
gemeinen ist  also  zu  schließen,  daß  die  durch  eine  Glei- 
chung 1)  oder  la)  getroffene  Auswahl  aus  allen  Punkten 
im  Raum  ein  zweidimensionales  Gebilde,  d.  h.  eine  Fläche 
sein  wird. 
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Und  umgekehrt  stelle  man  sich  irgend  eine  Flüche, 
etwa  eine  Ebene  oder  eine  Kugel  vor,  die  zu  dem  Koordinaten- 
system eine  beliebige  Lage  haben  mag.  Dann  nehme  man  in 
der  xi/-¥.hei\e  irgend  einen  Punkt  Q  beliebig  an,  ziehe  durch 
ihn  die  Parallele  zur  ,r- Achse  und  suche  den  Schnitt  P  mit 
der  Fläche  auf.  Augenscheinlich  hängt  QF  =z  ,t  von  der  Lage 
des  Punktes  Q,  d.  h.  von  x  und  y  ab  und  der  analytische 
Ausdruck  dieser  Abhängigkeit  ist  eben  eine  Gleichung  von 
der  Form  1)  oder  la),  ist  die  Gleichung  der  Fläche. 

Somit  ist  für  den  Paum  die  Fläche,  was  für  die  Ebene 
die  Kurve  war,  nämlich  das  durch  eine  einzige  Gleichung 
zwischen  den  Koordinaten  darstellbare  geometrische  Gebilde. 
Der  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Flächen,  die  man  sich 
im  Raum  vorstellen  kann,  z.  B.  Ebenen,  Kugeln,  Zylinder, 
Kegel,  Ellipsoide,  Schraubenflächen  usw.  usw.,  entspricht  die 
unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Gleichungen,  die  zwischen  drei 
Veränderlichen  o*,  [i  und  :z  gesetzt  werden  können.  Beiderseits 
ist  vorderhand  nirgend  eine  Schranke  zu  sehen.  Wie  die  Kraft 
der  Raumanschauung  des  Geometers  mit  spielender  Leichtig- 
keit neue  und  neue  Formen  von  Flächen  ersinnen  und  dem 
Analytiker  die  Frage  nach  ihren  Gleichungen  übermitteln  kann, 
so  mag  auch  der  letztere  die  ihm  geläufigen  Funktionen,  wie 
Potenzen,  Wurzeln  usw.  beliebig  auf  drei  Veränderliche  x,  y,  s 
beziehen,  worauf  der  Geometer  nun  zu  bestimmen  hätte,  welche 
Art  von  Fläche  durch  die  und  die  und  die  Formel  bestimmt  ist. 

Dieses  gegenseitige  Entsprechen  von  Fläche  und  Gleichung, 
das  durch  die  nun  folgenden  Beispiele  ausgiebig  erläutert 
werden  wird,  gibt  der  analytischen  Geometrie  erst  die  be- 
sondere Eigentümlichkeit,  durch  welche  sie  sich  von  allen 
anderen  Arten  der  Geometrie,  namentlich  der  synthetischen 
Geometrie,  unterscheidet.  Aber  schon  jetzt  treten  mit  voller 
Klarheit  die  beiden  zueinander  reziproken  Hauptauf- 
gaben hervor;  nämlich: 

1.  Gegeben  eine  Fläche  durch  geometrische  Eigen- 
schaften.    Gesucht  ihre  Gleichung  1)  oder  la). 

2.  Gegeben  eine  Gleichung  1)  oder  la).  Gesucht 
der  Verlauf,  die  Gestalt  und  die  geometrischen 
Eigenschaften  der  durch  sie  dargestellten 
Fläche. 
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Beispiele  a),  b),  c),  d)  zur  ersten  Aufgabe, 
a)  Eine  Ebene    scbneidet   von  den  Koordinatenachsen  die 
Längen : 

j;  =  4-  4,     5  =  -I-  3,     >•  =  4-  5 

ab.    "Wie  lautet  ihre  Gleichung? 

Lösung:  Führt  man  außer  den  gegebenen  Punkten : 
^(+4,0,0),  ^(0,  -h3,  0),  r'(0,  0,  +5)  noch  irgend  einen 
Punkt  P  der  Ebene  als  „laufenden"  Punkt  P(x,y,z)  ein,  so 
ist  die  Bedingung,  daß  P  in  der  durch  A,  JJ,  C  gehenden  Ebene 
liege,  identisch  mit  der  Bedingung,  daß  der  Piauminhalt  des 
Tetraeders  AB CP  =  0  sei.  Macht  man  etwa  A  zum  Anfangs- 
punkt,  so  gibt  daher  die  Formel  5),  §  2  sofort  die  Gleichung: 


Ay^ 

■<J 

A 

\? 

/ 

/ 

M 

/ 

P 

yi  / 

i 

—  4+3       0 

0  = 

—  4         0+5 

X  — 4        y          z 

oder  entwickelt: 

15:r  +  20j/+  12i-  =  60 

oder  auch: 

f  +  l  +  f=^-   ^ 

allgemein: 

X 

+  |  +  f  =  ^'^« 

Fio;.  6. 


also  eine  Gleichung  ersten 
Grades. 

b)  Gegeben  sind  irgend  zwei  (windschiefe)  Gerade  \  und 
/j  im  Raum.  Gesucht  der  Ort  derjenigen  Punkte  P,  welche 
von  beiden  Geraden  gleiche  Entfernungen  rj  und  q-^  haben 
(Fig.  6). 

Lösung:  Es  seien  ahc  bzw.  a.^h-^c-^  die  Koordinaten  irgend 
eines  Punktes  auf  \  bzw.  ?i,  ferner  a/3y  bzw.  «i^j^i  Richtungs- 
winkel von  /  bzw.  /j.  Endlich  sei  P{x,y,z)  der  laufende  Punkt 
auf  der  Fläche.  Der  Ansatz  q  =z  q^  oder  q-  =  q^-  liefert  dann 
nach  21),  §  1  sofort  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Bei  passender  Wahl  des  Koordinatensystems  ci^iält  diese 
Gleichung   eine    sehr   einfache    Gestalt.     Wie    auch   7   und   7i 
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liegen,  stets  gibt  es  eine  dritte  Linie  (die  kürzeste  Verl)indui)gs- 
liuie),  welche  l)eide  schueidet  und  auf  beiden  senkreclit  steht. 
Man  nehme  sie  zur  <?- Achse,  die  beiden  Schnittpunkte  Ä 
und  Ai  als  die  beiden  vorgenannten  Punkte  auf  l  und  ?,, 
setze  -4-4i  =  2z/,  mache  die  Mitte  31  zum  Anfangspunkt 
und  nehme  die  Richtung  MA  als  Positivrichtung  der  ^'-Achse. 
Dann  ist: 

a  =  z/,     &  =  0,     c  =  0,     «1  =  —  z/,     6,  =0,     Ci  :=  0. 

Ferner  wähle  mau  die  x-  und  y- Achse  so,  daß  sie  die 
Winkel  der  durch  31  zu  1  und  ly  gezogenen  Parallelen  halbieren 
und  bezeichne  mit  cp  den  Winkel  von  -f-  ^  nach  ?i,  also  mit 
—  cp  den  Winkel  von  -|-  x  nach  7.     Dann  ist: 

cos«  =  cos  cp,  cos/3  =  cos(900  4-g))  =  — sin^,  cos 7  =  0, 
co8ai=cos9),     cos /3i  =  cos  (900  —  cp)  =  -\- sin  cp ,    cosyi=  0. 

21),  §  1  gibt  daher: 

cj2  =  (^  —  ^y  sin3  cp  -\-  {2  —  z/)2  cos2  cp  -\-  (x  sin  cp  -\-  y  cos  cpy 
=  (^  —  z/)2  -\-  [x  sin  q)  -\-  y  cos  g))2. 
Ebenso: 

g^2  ^=  (^  -|_  ^)2  -|-  (a:  sin  95  —  y  cos  9)2. 

Der  Ansatz  q^^  =  32  oder  q^^  —  52  — -  q  führt  somit  zu  der 
überaus  einfachen  Form: 


4:^  '  0  —  4:Xy8inq)  cos  cp  =  0 
oder : 


wo  p  = 


z/ 

2z/ 

sin  9  cos  9) 

sin  2  cp 

3) 


c)  Gegeben  ein  Würfel  ABCDEFGE  mit  der  Kante  2a) 
(Fig.  7).  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  daß  sie  an  drei  wind- 
schiefen Kanten  AE,  FG,  CD,  bzw.  deren  Verlängerungen 
entlang  gleitet.  Es  soll  die  Gleichung  der  entstehenden  Regel- 
fläche*) gefunden  werden. 


*)  Regelfläche  ist  jede  Fläche,  -welche  durch  Bewegung  einer  Geraden 
entstehen  kann. 
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Lüouiig:  Man  mache  die  Mitte  des  Würfels  zum  Anfangs- 
punkt und  richte  die  Achsen  parallel  zu  den  Kanten.     Es  sei 

l  eine  Gerade,  wie  sie  in  der 
Aufgabe  verlangt  wird,  die  FG 
in  Pi,  CD  in  Pj,  EÄ  in  P3 
schneidet.  Diese  drei  Punkte 
sind  dann: 

F,{xy,  -f  a,  —  a), 

J^sC+ß,   —  ö,  ^3), 

wo  j^i,  ?/2,  ^3  noch  von  der 
Lage  der  drei  Punkte  (Fig.  7) 
auf  den  Kanten  abhängen, 
also  vorläufig  noch  ganz  un- 
bestimmt sind.  Ferner  sei 
F{x,y,z)  der  laufende  Punkt 
auf  /.  Drückt  man  (IIa,  §  1) 
die  Verhältnisse  der  Piichtungs- 
kosinus  von  l  erst  durch  die  Koordinaten  von  P  und  Pj, 
dann  von  P  und  P2  und  endlich  von  P  und  P3  aus,  so  folgt: 

cos a  :  cos  ß :  cos  y  =  x  —  x^-.y  —  a  :  ^  -j-  o, 
=  x-\-a  :y  —  y^:z  —  a. 


Fig.  7. 


=  X  —  a  -.y  -\-  a  \z 


z.. 


Da  nun  a?i,  y^^  z^^  wie  gesagt,  noch  ganz  unbestimmt  sind, 
so  wähle  man  unter  diesen  Proportionen  nur  diejenigen  aus, 
die  Ti,  7/2,  ^3  nicht  enthalten,  also: 

cos  ß y  —  a     cos  y z  —  a     cos  k x  —  a 

cos  y        ^  -)-  a '    cos  «        rc  -f  « '    cos  ß        ^  -f  « ' 


folglich : 


{x  —  a)  (y  —  a)  (^  — «)  ^  ^ 

{x  -\-  a)  [y  -^a)  (z^a) 


oder  nach  Fortschaffung  des  Nenners,  Auflösen   der  Klammer 
und  Zusammenziehen: 


^y  -\-  y^  +  'S'x  -f  «2  ;=  0, 
Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung. 


4) 


§  4.     Gleichung  einer  Fliluhe.  41 

Um  ihre  Kiclitigkeit  zu  kontrollieren,  beachte  man,  daß 
Pi,  Pa»  -^^8  auch  auf  der  Fläche  liegen.  Da  nun  jeder  dieser 
drei  Punkte  beliebig  angenommen  werden  kann,  so  besagt 
dies  nichts  anderes,  als  daß  die  Fläche  die  drei  Kanten  AJ'J, 
FG,  DC  —  jede  unbegrenzt  verlängert  —  enthalten  muß. 
Nun  ist  z.  B.  für  jeden  Punkt  der  Kante  i'G  y  ==  -\- a, 
2  =  — a,  und  nach  Einsetzen  in  4)  entsteht  in  der  Tat 
identisch  0  =  0,  welchen  Wert  man  auch  für  x  annimmt. 

Aber  auch  die  drei  Kanten  AI),  El\  GC  liegen  auf  der 
Fläche.  Denn  z.  B.  AI)  ist  die  Linie  l  in  einer  besonderen 
Lage,  da  hier  F^  unendlich  fern  liegt,  Pg  mit  1)  und  P3  mit 
A  zusammenfällt.  Nun  ist  für  jeden  Punkt  auf  AD  (bzw.  der 
Verlängerung)  y  =:  — a,  2  =  -{-  a,  und  in  der  Tat  wird  auch 
durch  Einsetzen  dieser  Werte  die  Gleichung  4j  zur  Identität, 
wie  man  auch  x  annehmen  mag. 

d)  Gegeben  der  Mittelpunkt  J/(a,  h,  c)  und  der  Radius  r 
einer  Kugel.     Gesucht  ihre  Gleichung. 

Lösung:   Es  sei  P(x,  y,  z)   der  laufende  Punkt   auf   der 

Kugel.     Nach   10),   §  1    liefert  die   Bedingung  MP  =^  r  oder 

MP^ — r^  =  0  sofort  die  gesuchte  Gleichung  in  der  Gestalt: 

(x  —  ay  -f  (y  —  by  4-  (^  —  c)2  —  r^  =  0.  5) 

Diese  yier  Beispiele  genügen  wohl  vorläufig  zur  Erläuterung 
der  ersten  Aufgabe,  nämlich  aus  einer  geometrischen  Definition 
einer  Fläche  ihre  Gleichung  abzuleiten,  besonders  wenn  man 
sich  der  zahlreichen  Winke  erinnert,  die  im  ersten  Teil  (I,  >J  7) 
bei  den  Kurven  gegeben  worden  sind  und  dort  nachgelesen 
werden  können. 

Was  die  zweite  Hauptaufgabe,  die  Ableitung  der  Gestalt 
und  der  geometrischen  Eigenschaften  einer  Fläche  aus  ihrer 
Gleichung  betrifft,  so  mögen  den  Beispielen  einige  allgemeine 
Bemerkungen  vorangehen. 

Man  kann  in  die  gegebene  Gleichung  g  =  f(x,  y)  oder 
F(x,  y,  2)  =  0  für  x  und  y  irgendwelche  Werte  einsetzen, 
den  zugehörigen  Wert  von  z  (bzw.  die  Werte)  durch  Auflösung 
berechnen  und  so  die  Koordinaten  beliebig  vieler  Punkte  der 
Fläche  bestimmen.  Trägt  man  sie  in  den  Raum  ein,  so  wird 
bei  hinreichender  Anzahl  zuletzt  die  Gestalt  der  Fläche  klar 
und  deutlich  hervortreten. 
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Diese  Art  graphischer  Konstruktion,  so  vorzügliche  Dienste 
sie  für  Kurven  in  der  Ebene  leistet  (I,  §  7),  eignet  sich  doch 
nicht  besonders  für  die  Flächen  im  Raum,  weil  erstens  meist 
zu  viel  Punkte  gebraucht  werden,  zweitens  zwei  unabhängige 
Veränderliche  x  und  y  zu  nehmen  sind  und  drittens  das  wirk- 
liche Eintragen  von  Punkten  doch  nur  in  einem  Modell  möglich 
wäre,  während  man  gewöhnlich  nur  ein  ebenes  Blatt  Papier 
vor  sich  hat,  auf  welchem  die  Fläche  durch  eine  möglichst 
einfache  Skizze  zur  Darstellung  gebracht  werden  soll. 

Man  gibt  daher  meist  einer  anderen  Methode  den 
Vorzug,  der  Methode  der  „Schnitte".  Es  wird  die  Fläche 
z.  B.  durch  eine  Schar  von  Ebenen  parallel  zur  5;i/- Ebene 
geschnitten  (Horizontalschnitte,  Höhenkurven  bei  Landkarten), 
so  daß  diese  Schnitte  bei  hinreichend  kleinem  Abstand  die 
Gestalt  ergeben  müssen. 

Wie  aber  verschafft  man  sich  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung der  Fläche  die  Kenntnis  vom  Verlauf  der  Schnitte? 
Da  dieselben  ebene  Kurven  sind,  wird  es  sich  dabei  wohl  um 
ein  Kapitel  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  handeln. 
—  In  der  Tat  beachte  man,  daß  alle  Punkte  einer  solchen 
Schnittebene  dasselbe  ^,  etwa  z  =  h  haben.  Also  setze 
man  in  die  Gleichung  der  Fläche  z  =  h,  worauf  sie 
die  Form: 

F{x,  y,  h)  =  0 

annimmt.  Dies  ist  sofort  die  Gleichung  des  Schnittes,  wobei 
sogar  statt  der  x-  und  ?/- Achse  die  Schnittlinien  der  Ebene 
mit  der  xs-  und  ^^- Ebene  genommen  werden  können,  weil 
bei  dieser  Verschiebung  nach  oben  oder  nach  unten  an  x  oder 
an  y  nichts  geändert  wird. 

Es  ist  auch  nicht  nötig,  für  z  einen  neuen  Buchstaben  ]i 
zu  setzen;  man  hat  eben  nur  in  der  gegebenen  Gleichung  z 
als  konstant  und  x  und  y  als  variabel  anzusehen  und  dann 
die  Art  des  Schnittes  nach  den  Methoden  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  zu  bestimmen.  Wird  dann  hinterher  z 
variiert,  so  wird  die  Fläche  selbst  als  kontinuierliche  oder 
stetige  Folge  ihrer  Schnitte  aufgefunden. 

Sollte  aber  trotzdem  die  räumliche  Anschauung  der  Fläche 
noch  an  Deutlichkeit  zu  wünschen  übrig  lassen,  so  hindert 
nichts,  etwa  x  oder  y  als  konstant  anzusehen  und  so  Schnitte 
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parallel  zur  yz-  uufl  zur  ^u-I^beiio  zu  bilden.  Mau  kann  auch, 
weuu  es  geboten  scheint,  Parallelschnitte  zu  einer  beliebigen 
Ebene  zunehmen,  wenn  nötig  mit  Ausführung  einer  Koordi- 
natentransformation,  um  sie  zur  *•//- Ebene  zu  machen.  Hin 
und  wieder  leisten  auch  Schnitte  mit  anderen  Flächen,  die 
also  sogenannte  Raumkurven  (siehe  i?  6)  ergeben,  hierbei  gute 
Dienste. 

Genug,  die  Gestalt  einer  durch  ihre  Gleichung  gegebenen 
Fläche  kann  man  immer  lierausbringen,  wenn  auch  die  Mühe 
wächst,  je  schwieriger  die  Gleichung  zu  behandeln  ist.  Im 
Prinzip  aber  ist  das  Problem  hiermit  gelöst.  Weit 
tiefer  hingegen  schneidet  die  Frage  nach  den  geometrischen 
Eigenschaften  ein,  welche  einer  durch  ihre  Gleichung  ge- 
gebenen Fläche  zukommen!  Auch  lassen  sich  über  ihre  Be- 
handlung ebensowenig  bestimmte  Regeln  geben,  wie  in  dem 
betreffenden  Problem  der  Kurven.  Man  muß  hierzu  die  Gleichung 
der  Fläche  eingehend  nach  den  verschiedensten  Gesichtspunkten 
untersuchen,  umformen,  vielleicht  mit  anderen  Gleichungen  ver- 
knüpfen, um  Beziehungen  zu  anderen  Flächen  herzustellen  usw. 
Dabei  aber  zeigt  sich  nach  und  nach  eine  solche  Fülle  der 
Betrachtungsarten,  daß  gerade  hier  ein  unerschöpfliches  Feld 
für  immer  neue  analytisch -geometrische  Entwickelungen  ge- 
geben ist,  welches  hervorragende  Mathematiker  mit  größter 
Gründlichkeit  bearbeitet  haben,  das  aber  trotzdem  wohl 
schwerlich  jemals  erschöpft  werden  wird. 

In  Rücksicht  auf  den  Zweck  dieses  Lehrbuches  muß  in 
dieser  Hinsicht  Maß  gehalten  werden,  zumal  jene  Entwicke- 
lungen zum  großen  Teile  in  entlegene  und  ferne  Gebiete 
mathematischer  Forschung  führen  und  zu  ihrer  Bewältigung 
auch  der  Gebrauch  der  Differential-  und  Integralrechnung 
nicht  entbehrt  werden  kann.  Aber  die  einfacheren,  zugäng- 
licheren und  der  praktischen  Anwendung  näher  liegenden  Ge- 
sichtspunkte wird  mau  auch  hier  einigermaßen  vollständig 
dargelegt  vorfinden. 

Beispiele  zur  zweiten  Hauptaufgabe.  Zur  Erläute- 
rung an  Beispielen  wollen  wir  wieder  die  Gleichungen  2).  3), 
4)  und  5)  nehmen,  aber  ohne  die  Quelle  zu  berücksichtigen, 
aus  welcher  sie  vorhin  geschöpft  worden  waren.  Es  sollen 
eben  nur  die  Gleichungen  vorliegen  und  weiter  nichts. 
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Man  suche:  Schnitt  mit  xy-Eheue,  setze  also  z  =  0.    Es  folgt: 

4         o 
d.  i.   eine  Gerade,   welche  von    der  x-  und   der   ?/- Achse   die 
Stücke  p  ^  -\-  4:,  q  =  -^  3   abschneidet.     Ebenso   findet   man 
als  Schnitte  mit  der  xz-  und  der  ?/-t -Ebene  zwei  gerade  Linien: 

,  =  0,    1  +  1  =  1;    ^  =  0,    1  +  1  =  1, 

welche  von  der  x-  bzw.  y-Achse  die  vorher  bestimmten  Längen 
und  von  der  ^'-Achse  die  Länge  r  =  -\-  b  abschneiden. 

So  sind  schon  drei  Gerade  auf  der  Fläche  bestimmt,  die 
sich  gegenseitig  schneiden  und  daher  in  einer  Ebene  liegen; 
wenn  also  2),  wie  man  wohl  vermuten  kann,  überhaupt  eine 
Ebene  darstellt,  so  muß  es  diese  sein.  Man  nehme  Horizontal- 
schnitte, betrachte  also  in  2)  z  als  konstant  und  schreibe 
dann  so: 

4  "^  3  ö' 

Für  jeden  Wert  von  ™,  wie  man  sieht,  eine  gerade  Linie, 
die  stets  sich  selbst  parallel  bleibt,  da  die  Koeftizientsn  von 
X  und  y  konstant  sind  (I,  §  9).  Die  Fläche  entsteht  daher, 
indem  eine  Seite  des  vorher  bestimmten  Dreiecks  parallel 
mit  sich  selbst  an  den  anderen  entlang  gleitet,  d.  h.  sie  ist 
eine  Ebene. 

b)  z  =  ^^.  3) 

1.  Man  bestimme:  Schnitt  mit  rcy-Ebene,  setze  also  ^  =  0. 
Es  folgt  X '  y  =  0,  d.  h.  entweder  x  =  0^  oder  y  =  0.  Die 
Fläche  ^vird  von  der  .t//- Ebene  in  zwei  Geraden  geschnitten, 
die  mit  der  a:-Achse  und  der  ?/-Achse  zusammenfallen. 

2.  Setzt  man  x  =  0,  oder  y  =  0,  so  folgt  beidemal  z  =  0. 
Die  i/^-Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  //-Achse,  die  .rz-Ebene 
in  der  a:- Achse.     Also  nichts  Neues! 

3.  Man  betrachte  z  als  konstant,  so  gibt  die  Gleichung 
als  Horizontalschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asym- 
ptoten mit  den  beiden  Geraden  zusammenfallen,  in  denen  die 


§  4.     Gleichung  einer  Fläche.  45 

xz-  und  y^-Ebeiie  die  Ebene  des  Schnittes  schneiden.  Je  nach- 
dem z  positiv  oder  negativ  {p  möge  positiv  sein),  Läuft  die 
Hyperbel  im  ersten  und  dritten  oder  im  zweiten  und  vierten 
Quadranten.  Von  oben  gesehen,  haben  diese  Ilyperbehi  schein- 
bar dieselben  Asymptoten  und  ihre  (reellen)  Scheitel  liegen,  je 
nachdem  z  positiv  oder  negativ,  scheinbar  in  der  einen  oder 
in  der  anderen  Winkelhalbierenden  der  Winkel  zwischen  den 
(mit  der  x-  und  ^ -Achse  zusammenfallenden)  Asymptoten. 
(Konjugierte  Hyperbeln,  I,  vj  13.) 

4.  Man  schneide  die  Fläche  durch  Parallelebenen  zur 
a:^- Ebene,  betrachte  also  ij  als  konstant.  Die  Gleichung  wird 
dann  vom  ersten  Grade,  der  Schnitt  ist  eine  Gerade,  welche 
(da  die  Konstante  fehlt)  die  ^/-Achse  schneidet. 

5.  Ebenso  sind  die  Schnitte  mit  den  Ebenen  parallel  zur 
i/^;-Ebene  gerade  Linien,  welche  die  a-Achse  schneiden. 

6.  Man  führe  endlich  eine  Drehung  von  45«  um  die 
^- Achse  aus,  um  die  Kurven  zu  erhalten,  auf  welchen  die 
Scheitel  der  in  3)  genannten  Hyperbeln  liegen.  Nach  3  b),  §  3 
sind  die  zugehörigen  Transformationsformeln: 

^  ^  \2  ^^'  ~  '^'■^'    ^  ^  V  2  ^'^'  ^  ^''^'    ^  ^  ^'' 
Die  transformierte  Gleichung  ist: 

y'  =  0  gibt  z'  =  ^~;     X'  =  0  gibt  ^'  =  _  g, 

also  zwei  Parabeln  mit  demselben  Scheitel  0.  demselben  Para- 
meter 2q,  aber  die  eine  in  der  ^'^j'-Ebene  nach  oben,  die 
andere  in  der  ^'^'-Ebene  nach  unten. 

7.  Betrachtet  man  y'  als  konstant  und  schreibt  die 
Gleichung  dementsprechend  so: 

.  ,   ^\_^ 

so  sieht  man  eine  zur  Parabel  z'  =  ^r—    kongruente    Parabel 

2j»;  ° 

entstehen,  deren  Scheitel  auf  der  anderen  Parabel  liegt.  Ebenso 
sind   die    Schnitte   parallel   zur   y'^'- Ebene  mit   der  Parabel: 

z'  =  —  —^  kongruente  Parabeln,  deren  Scheitel  auf  der  Parabel 
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z'  =  ^r—  liegen.     Die  Fläche  wird  also  beschrieben,  wenn  die 

eine  der  beiden  Parabeln  parallel  zu  sich  selbst  so  an 
der  anderen  entlang  gleitet,  daß  ihr  Scheitel  stets  auf 
der  letzteren  bleibt. 

[Offenbar  folgt  eine  entsprechende  Konstruktion  für  alle 
Flächen,  deren  Gleichungen  die  Form  s  z=  f(x)-\-  (p  (y)  besitzen, 
wenn  man  statt  der  beiden  Parabeln  die  beiden  Kurven  setzt. 
in  welchen  die  Fläche  durch  die  X2-  bzw.  die  yz  -  Ebene  ge- 
schnitten wird.] 

Die  Fläche  3)  wird  übrigens  später  wiedergefunden 
werden,  sie  ist  das  sogenannte  gleichseitige  hyperbolische 
Paraboloid  (§14). 

c)  xy -\- yz -\- zx -\- a- ^  0.  4) 

Man  bemerke  zunächst  die  Vertauschbarkeit  von  x.  y  und  2 
in  der  Gleichung,  welche  zur  Folge  hat,  daß  mit  jedem 
Punkte  noch  fünf  andere  mitbestimmt  sind.  Man  sieht  ferner, 
daß  parallele  Schnitte  zu  den  Koordinatenebenen  gleichseitige 
Hyperbeln  sind,  und  bei  näherer  Untersuchung  würde  sich  so 
eine  deutliche  Vorstellung  von  der  Gestalt  der  Fläche  unschwer 
erzielen  lassen. 

Diese  Methode  ist  aber  diesmal  doch  etwas  umständlich. 
Sie  kann  hier  durch  eine  glückliche  Überlegung  sofort  über- 
flüssig gemacht  werden.  Läßt  die  eben  betonte  Vertausch- 
barkeit von  X  mit  y  und  2  nicht  vermuten,  daß  diejenige 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade,  welche  gegen  die 
Achsen  gleich  geneigt  ist,  eine  bevorzugte  Lage  zur  Fläche 
haben  wird  ?  Versuchen  wir  also  sie  zur  z'  -  Achse  eines 
neuen  Koordinatensystems  x'y'z'  (mit  demselben  Anfangspunkt) 
zu  machen ! 

Es  ist  dann  sofort  in  2),  §  3: 

_    1 

und  die  dritte  der  Gleichungen  3a),  §  3  wird: 

Für  die  Wahl  der  x'-  und  «/'-Achse  in  der  zur  ^'-Acbse 
senkrechten  Ebene  liegen  vorderhand  gar  keine  bestimmenden 


h  =  h 
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Gründe   vor.     Wie   sie   aber  auch   angenommen  werden,   stets 
muß  die  Gleichung  9),  §  3: 

.t2  -f  y2  _|_  ^2   _   ^'2  ^  y'i  _|_  ^'2 

erfüllt  sein. 

Dies  genügt  aber  hier  zur  Transformation!     Denn  man 
kann  die  Gleichung  4)  auch  so  schreiben: 

-(a;2.^y2_^^2).|_(a;.f  y  +  ^)2  ^  ^^  ^  ^  ^ 

also  nach  Einsetzen  der  eben  abgeleiteten  Formeln: 


oder  endlich: 


^  «'2    _  ^    _ 


Damit  ist  die  transformierte  Gleichung  hergestellt,  wie 
man  auch  die  x'-  und  ?/'-A'chse  wählt.  Setzt  man  hier  erst  x' 
und  dann  y'  =  0,  so  entstehen  als  Schnitte  mit  der  y'z'-  und 
a."'^'-Ebene  zwei  kongruente  Hyperbeln  mit  den  reellen  Halb- 
achsen =  a  y2  und  der  imaginären  Halbachse  =  a.  Werden 
aber  Parallelschnitte  zur  x'y' -Ebene  genommen  (2'  konstant 
gesetzt),  so  entstehen  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
^'- Achse  liegen.  Also  ist  die  Fläche  —  und  hieraus  erklärt 
sich  wieder  die  Unabhängigkeit  der  neuen  Gleichung  von  der 
Wahl  der  x'-  und  y'-Ach&e  —  eine  Umdrehungsfläche, 
entstanden  durch  Umdrehung  einer  Hyperbel  mit  der  reellen 
Halbachse  =  a\2  und  der  imaginären  Halbachse  =  a  um  die 
imaginäre  Achse.  Sie  ist  ein  Rotationshyperboloid  mit  einer 
Schale.     [Vgl.  §  14  *).] 

d)  {x  —  a)2  +  (^  —  by  +  (^  —  cy  —  r2  =  0.  5) 

Diese  Gleichung  sagt  nach  10),  §  1  aus,  daß  der  laufende 

Punkt   P(x,  ?/,  z)   von    einem    festen    Punkte   il/(a,  &,  c)    den 

gegebenen    Abstand    r    haben    solle.      Sie    gehört    also    einer 

Kugel  an. 

*)  Man  lasse  einen  gewöhnlichen  Würfel  sich  um  eine  durch  zwei 
gegenüberliegende  Ecken  gehende  Körperdiagonale  drehen,  wobei  die  eine 
Ecke  auf  dem  Tisch  aufruht.  Die  drei  durch  sie  und  ebenso  die  drei 
durch  die  andere  Ecke  gehenden  Kanten  beschreiben  je  einen  Kreiskegel; 
die  anderen  sechs  Kanten  aber  beschreiben  die  genannte  Umdrehungs- 
fläche und  man  sieht  deutlich  die  hyperbolische  Form  des  Profils. 
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Auch  die  Methode  der  Schnitte  führt  mühelos  zu  dem- 
selben Ergebnis,  wenn  man  zunächst  M  zum  Anfangspunkt 
macht,  also  die  Transformation: 

X  —  a  =  5;',     y  —  b  =  ij\     z  —  c  =^  z\ 

vornimmt.     Es  wird  dann  aus  5): 

«'^  +  y"^  +  ^"^  —  r2  =  0. 

Setzt  man  hier  x'  =  0.  oder  y'  =  0,  oder  z'  =  0,  so  ent- 
stehen Kreise  um  M  als  Mittelpunkt  mit  r  als  Radius.  Ferner 
sind  alle  Parallelschnitte  zur  rr'^/'-Ebene  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  z'  -  Achse  liegen.  Also  ist  die  Fläche  eine 
Rotationsfläche,  entstanden  durch  Umdrehung  der  zuerst  ge- 
nannten Kreise  um  die  ^'-Achse,  d.  h.  um  einen  Durchmesser. 
Mit  anderen  Worten:  Sie  ist  eine  Kugel. 

Schließlich  muß  noch  die  überaus  wichtige  Anwendung 
der  Flächen  zur  Veranschaulichung  von  Funktionen 
zweier  Veränderlicher  erwähnt  werden.  Wo  immer 
der  Wert  einer  Größe  z  von  den  Werten  zweier  anderer 
Größen  x  und  y  abhängt  (z,  B.  das  Volumen  z  einer  gegebenen 
Gasmeoge  von  der  Temperatur  x  und  dem  Druck  y).  so  muß 
stets  z  als  Funktion  von  x  und  y  bestimmbar  sein: 

z  =  fix,  y\ 

und, diese  Gleichung  kann  man  dann  als  Fläche  deuten.  Dies 
machen  sich  besonders  die  Lehrbücher  der  Differential-  und 
Integralrechnung  zunutze,  um  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialquotienten,  der  Doppelintegrale  usw.  eine  besonders 
für  den  Anfang  höchst  wünschenswerte  Anschaulichkeit  zu  geben. 

Übungsaufgaben. 

1.  Auf  einer  Geraden  l  sind  vier  feste  Punkte  A,  B,  C  und  P  ge- 
geben. Sie  bewegt  sich  so,  daß  A  auf  der  )/~-Ebene,  B  auf  der  c,r-Ebene, 
C  auf  der  xy-Fibene  bleibt.  Auf  ^Yelcher  P'läche  bewegt  sich  P?  (Siehe 
I,  §  14.) 

2.  Gegeben  ein  Kreis  mit  Radius  r.  Um  jeden  seiner  Punkte  wird 
als  Mittelpunkt  ein  Kreis  mit  demselben  Radius  /•  beschrieben.  Alle 
diese  Kreise  sollen  parallel  und  senkrecht  auf  dem  ersten  Kreise  sein. 
Auf  welcher  Fläche  liegen  sie? 

3.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  Pq  (•''o.'/o*'"o)  ^^^^  Ebenen  beliebig 
gelegt  und  in  ihnen  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke,  welche  die  Koordi- 
natenebenen ausschneiden,  bestimmt  worden.  Auf  welcher  Fläche  liegen 
die  Schwerpunkte? 
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4.  Gef^eben  zwei  Dreiecke  AHC  und  AiBiCy  Zwei  Punkte  P 
und  P,  sind  so  zu  wählen,  daß  AP  =  A^l\,  Jil'  =  Ji^P^,  Cl' =  (\P^. 
Auf  welcher  Fläche  liegt  V,  wenn  Pj  in  der  Ebene  des  Dreiecks  A^li^C^ 
angenommen  wird?  (Die  Untersuchung  ist  so  weit  zu  führen,  daß  der 
Grad  der  (ileicliung  zu  ersehen  ist.) 


§5. 

Einige  besondere  Arten  Yon  Flächen  und  ihre 

Oleichungsformen.     Grad  oder  Ordnung  der  Flächen. 

Paranieterdarstellungen. 

1.  Umdrehungsf lachen.  Wenn  eine  Pläche  durch  Um- 
drehung irgend  einer  Kurve  um  irgend  eine  Achse  l  entstanden 
ist,  80  wird  sie  von  den  auf  l  senkrechten  Ebenen  in  Kreisen 
geschnitten,  deren  Mittelpunkte  auf  l  liegen.  Es  empfiehlt  sich 
augenscheinlich,  die  Achse  zu  einer  Koordinatenachse,  etwa 
zur  ^r- Achse  zu  machen,  worauf  der  Radius  q  eines  solchen 
Kreisschnittes  eine  Funktion  von  ^  wird.  Zwischen  z  und  q 
existiert  daher  eine  Gleichung  von  der  Form: 

cp(Q,z)  =  0.  1) 

Nun  ist  Q  als  Abstand  des  laufenden  Punktes  von  der 
x'-Achse  =  ]'x^  -f  y^.     Man  setze  ein.     Es  folgt: 

oder  auch,  da  eine  Funktion  von  ^x^  -\-  xß  zugleich  eine  Funktion 
von  (a;2  -j-  \ß)  ist : 

i^{x'^^y\z)  =  ^,  la) 

und  dies  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  Um- 
drehungsfläche um  die  ^-Achse. 

Das  charakteristische  Kennzeichen  einer  solchen  Gleichung 
ist  also,  daß  x  und  y  nur  in  der  Verbindung  x^  -[-  y^  vor- 
kommen dürfen.  Setzt  man  y  =  0,  so  entsteht  die  Gleichung 
des  „Meridianschnittes" : 

t^.  {x\  z)  =  0, 
also   derjenigen   Kurve,   durch   deren   Umdrehung   die   Fläche 
gebildet  worden  ist. 

Fällt  die  Umdrehungsachse  nicht  mit  einer  Koordinaten- 
achse zusammen,  so  bedarf  es  meist  besonderer  Untersuchungen, 
um  dann  die  Form  der  Gleichung  festzustellen.  (Für  Flächen 
zweiten  Grades  siehe  §  14.) 

4 
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2.  Zylinderflächen.  Zylinderfläche  ist  irgend  eine 
Fläche,  welche  durch  Bewegung  einer  mit  sich  selbst  parallel 
bleibenden  Geraden,  der  Kante  des  Zylinders,  entsteht.  Hier  sind 
alle  parallelen  Schnitte  kongruent.  Sie  werden  Querschnitte 
genannt,   wenn  die  Ebenen   auf  den  Kanten  senkrecht  stehen. 

Man  nehme  die  ;?-Achse  parallel  zur  Richtung  der  Kanten 
und  führe  den  laufenden  Punkt  F{x^y^z)  ein.  Er  kann  be- 
liebig auf  der  Fläche,  also  auch  auf  einer  Zylinderkante 
„laufen".  Dann  ändert  sich  nur  ^,  während  x  und  y  ihre 
Werte  beibehalten,  z  hängt  also  überhaupt  von  x  und  von 
y  gar  nicht  ab,  d.  h.  die  Gleichung  darf  kein  z  enthalten,  sie 
muß  sich  auf  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  reduzieren, 
d.h.  sie  muß  von  der  Form  sein: 

F{x,y)=^Q.  2) 

Nimmt  man  umgekehrt  ein  Wertepaar  a:,  y,  das  einer 
solchen  Gleichung  2)  genügt,  so  liegt  jeder  Punkt  mit  diesem 
X  und  diesem  ?/,  aber  mit  einem  beliebigen  z  auf  der 
Fläche.  Alle  diese  Punkte  aber  bilden  zusammen  eine  Parallele 
zur  ^- Achse;  also  besteht  die  Fläche  aus  solchen  Parallelen, 
d.  h.  sie  ist  eine  Zylinderfläche. 

Fügt  man  zu  der  Gleichung  2)  noch  die  Gleichung  ^r  =  o, 
so  wird  der  Querschnitt  des  Zylinders  erhalten.  In  diesem 
Sinne  gibt  eine  Gleichung,  die  nur  x  und  y,  aber  nicht  z 
enthält,  in  der  a:?/-Ebene  eine  Kurve,  wie  in  I,  §  6  auseinander- 
gesetzt, im  Räume  aber  einen  Zylinder  mit  dieser  Kurve  als 
Querschnitt. 

3.  Die  Kegelfläche.  Sie  entsteht  durch  Bewegung  einer 
Geraden,  die  dabei  beständig  durch  einen  und  denselben  Punkt, 
die  Spitze  des  Kegels,  geht.  Nimmt  man  die  Gerade  einseitig 
begrenzt,  wie  in  der  Elementarstereometrie,  so  erhält  man  nur 
die  eine  Hälfte  des  Kegels;  es  ist  aber  hier  der  ganze,  der 
sogenannte  „Doppelkegel"  ins  Auge  zu  fassen. 

Es  werde  die  Spitze  zum  Anfangspunkt  0  gemacht.  Jeder 
andere  Punkt  P(x^i/,z)  bestimmt  dann  eine  unbegrenzte,  durch 
0  und  P  gehende  Kante  des  Kegels,  dessen  Gleichung  also 
die  Eigenschaft  haben  muß,  für  die  Koordinaten  aller  Punkte 
dieser  Kante  erfüllt  zu  sein.     Nach  der  Formel: 

cos u  : cos ß  :  cos }'  =  x:y:z 
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für  ihre  Richtungswinkel  ist  aber  das  Verhältnis  x-.y.z  dabei 

unveränderlich    dasselbe,    also  auch       und  '    (natürlich   auch 

z  ^   \ 

'^  =  -  :  ^  ).     Mit  anderen  Worten :  Die  Gleichung  eines  Kegels 

y        z   z) 

muß  auf  die  Form  gebracht  werden  können: 


H^-f) 


0.  3) 


Dies  erfordert  aber,  daß  die  linke  Seite  der  Gleichung 
homogen  sei,  d.  h.  daß  alle  Glieder  denselben  Grad  ^ 
besitzen.     Durch  Division  mit  z'^  entsteht  dann  3). 

So  ist  z.  B.  mit  der  Gleichung: 

ein  Kegel  gegeben,  denn  alle  Glieder  sind  vom  zweiten  Grade. 
Nach  Division  durch  z"^  entsteht: 


(f-K!y-^=»- 


Zur  Feststellung  eines  Kegels  mit  gegebener  Spitze  genügt 
offenbar  ein  einziger  ebener  Schnitt  (der  aber  nicht  durch  die 
Spitze  gehen  darf,  weil  er  sonst  durch  diejenigen  Kanten  ge- 
bildet wird,  die  in  der  Schnittebene  liegen).  Da  in  dem  Bei- 
spiel die  Parallelschnitte  zur  ;t;j/-Ebene  Kreise  werden,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  ^- Achse  liegen,  so  ist  der  Kegel  hier 
ein  gerader  Kreiskegel,  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  ver- 
längert gedacht.  Den  Winkel  y,  den  die  Kanten  mit  der 
Drehungsachse   bilden,    die   „Öffnung"    des  Kegels*)   bestimmt 


man  durch  die  Formel; 


tg.  =  f, 


wo    Q    der  Radius    des   Kreises   im   Abstände  z   ist.     Und   da 
Q  =  ]'x^  -\-  Iß  ==  zy^X,  so  folgt: 

tg  7  =  yl. 


Ausartungen  von  Flächen.  Es  kann  auch  der  Fall 
eintreten,  daß  einer  gegebenen  Gleichung  keine  eigentliche 
Fläche  entspricht.     Die  Gleichung: 

^2  _[_  2  ?/2  -f  ^2  _^.  2  :r //  +  2  2/^  4-  2  :c  —  2  ^  +  2  =  0 

*)  Manchmal  wird  auch  2y  als  der  Öffnungswinkel  bezeichnet. 

4* 


52  §  5.     Besondere  Flächen. 

wird  nur  für  Punkte  einer  geraden  Linie  erfüllt,  was  man 
allerdings  dieser  Form  der  Gleichung  niclit  ansehen  kann. 
"Wenn  man  aber  weiß,  daß  sie  aus  der  folgenden: 

durch  Auflösen  der  Klammern  entstanden  ist,  so  sieht  man  in 
der  Tat  bei  Beschränkung  auf  reelle  Werte  nur  die  Möglich- 
keit, daß  zugleich: 

X  -\-  y  -\-  l  =0     und     y  -\-  2  —  1  =0. 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  aber  zwei  Ebenen  vor, 
die  sich  nur  in  einer  Geraden  schneiden. 

Zerlegt  man  indessen  die  linke  Seite  nach  der  Formel: 

a2  -\-h^  =  (a  -\-  hi)  {a  —  hi) 

in  imaginäre  Faktoren,  so  kann  die  Fläche  auch  aufgefaßt 
werden  als  ein  Paar  imaginärer  Ebenen,  die  nur  eine  reelle 
gemeinsame  Schnittlinie  haben. 

Man  kann  auch  leicht  Gleichungen  bilden,  so  daß  die 
Fläche  nur  aus  einem  oder  mehreren  Punkten  besteht. 
Die  Gleichung: 

wird  nur  erfüllt  für  a;  =  0,  2/  =  0,  ^  =  0;  sie  stellt  den 
Anfangspunkt  oder  vielmehr  eine  zu  einem  Punkte  zusammen- 
geschrumpfte, eine  unendlich  kleine  Kugel  oder  auch,  da  die 
Gleichung  homogen  ist,  einen  imaginären  Kegel  vor.  (Er  be- 
steht aus  allen  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  „NuUinieu" 
[siehe  I,  §  3],  da  die  Entfernungen  vom  Anfangspunkt,  wie  die 
Gleichung  sagt,  =  0  sein  sollen,  ohne  daß,  wenn  „komplexe" 
"Werte  zugelassen  werden,  das  Zusammenfallen  mit  dem  An- 
fangspunkt gefordert  wird.) 
Die  Gleichung  endlich: 

x^  +  y-  +  z-^^  =  0 

wird  für  gar  keine  reellen  Werte  von  x.,y^s  erfüllt;  es  ist  die 
ganze  Fläche  imaginär,  eine  Kugel  um  den  Anfangspunkt  mit 
dem  Radius  r  =  2/  geworden. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  möglich,  daß  die  Fläche  zer- 
fällt.    Dieser  Fall  ist  unter  Beschränkung   auf  zwei   variable 
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in  Teil  I,  §  6  behandelt  worden;  danacli  trifft  dies   ein,    wenn 
die  linke  Seite  der  Gleicliung: 

in  Faktoren  gespalten  werden  kann: 

F  (x,  xj,  z)  =  Fl  {x,  y,  z)  •  F^  (x,  y,  z\ 
80  daß  entweder  F^  oder  Fa  =  0  sein  muß. 


Man  teilt  die  Flächen  ein  in  algebraische  und  trans- 
zendente, je  nachdem  in  ihren  Gleichungen  mit  x^y.z  nur 
algebraische  oder  auch  transzendente  Operationen  vorgenommen 
worden  sind.  Flächen  mit  transzendenten  Gleichungen  wird 
man  in  der  Regel,  wenn  es  sich  nicht  um  ganz  besondere, 
abstrakte  mathematische  Probleme  handelt,  nur  auf  ihren 
äußeren  Verlauf  untersuchen.  Für  die  Praxis  kommen  dabei 
Flächen  von  besonders  einfacher  Gestalt,  wie  z.  B.  Schrauben- 
flächen in  Betracht,  weil  man  sonst  meist  doch  nur  schwer 
zu  handhabende  Gleiclmngsformen  erhält  und  deshalb  lieber 
auf  ihre  analytische  Darstellung  ganz  verzichtet. 

Anders  aber  steht  es  mit  den  algebraischen  Flächen,  die 
bei  eingehender  Untersuchung  eine  verschwenderische  Fülle 
merkwürdiger  und  überraschender  Eigenschaften  erkennen 
lassen,  welche,  tief  in  den  Gleichungen  versteckt,  sich  nach 
und  nach  vor  dem  Scharfsinn  des  Mathematikers  entfalten. 
Sie  sind,  nach  Sicherstellung  der  Elemente,  das  eigentliche 
Feld  analytisch-geometrischer  Entwickelungen,  deren  einfachste 
Methoden  und  wichtigste  Ergebnisse  bis  zu  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  nunmehr  zu  erläutern  sind. 

Wie  in  der  Kurventheorie  ist  auch  hier  das  wichtigste 
Einteilungsprinzip  für  die  Flächen  der  Grad  ihrer  Gleichung 
oder  die  „Ordnung".  Man  hat  zu  ihrer  Feststellung  etwa  in 
der  Gleichung  auftretende  Wurzeln  durch  Potenzieren,  Brüche 
durch  Multiplizieren  und  Klammern  durch  Auflösen  zu  ent- 
fernen, bis  zuletzt  die  linke  Seite  als  eine  Summe  von  Gliedern 
von  der  Form : 

AxP  'y^  '  z''' 

erscheint.  Grad  eines  solchen  Gliedes  ist  ^  ^9  -f  2  +  >'  und  Grad 
oder  Ordnung  der  Fläche  ist  der  höchste  überhaupt  vorkommende 
Grad,  welcher,  da  auch  im  Raum  die  Transformationsformeln 
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linear  sind,  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  ganz  un- 
abhängig ist  und  nur  auf  die  Fläche  selbst  Bezug  hat. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  einer  Fläche  n'"  Ordnung 
^  =  0,  80  entsteht  im  allgemeinen  eine  Gleichung  n*^°  Grades 
für  X  und  y\  da  man  nun  jede  Ebene  zur  a:?/- Ebene  machen 
kann,  so  sind  ebene  Schnitte  einer  Fläche  m*"  Ordnung  auch 
Kurven  derselben  Ordnung,  die  sich  nur  in  besonderen  Fällen 
auf  solche  niederer  Ordnung  reduzieren.  Setzt  man  ferner,  um 
die  Schnittpunkte  mit  der  5-Achse  zu  erhalten,  in  der  Gleichung 
der  Fläche  a;  =  0,  !/  =  0,  so  bleibt  für  z  eine  Gleichung 
^ter  Ordnung;  d.  h.  die  ä'- Achse,  also  auch  jede  Linie  im  Raum 
schneidet  die  Fläche  in  n  (reellen  oder  imaginären)  Punkten. 
Es  können,  wenn  man  imaginäre  und  unendlich  ferne  Punkte 
nicht  mitrechnet,  weniger,  niemals  aber  mehr  sein;  es  sei 
denn,  daß  die  Gerade  ganz  und  gar  in  der  Fläche  liege,  wie 
es  z.  B.  für  die  ^-Achse  der  Fall  ist,  wenn  die  Gleichung  kein 
von  X  und  y  freies  Glied  hat,  oder  auch,  was  dasselbe  ist,  wenn 
man  sie  in  folgender  Form  schreiben  kann: 

^  Fx  {x,  y,^)-\-y  F^  (x,  y,  z)  =  0, 

wo  F^  und  F2  irgendwelche  Funktionen  (n  —  1)*^°  Grades  vor- 
stellen. 


Parameter  dar  Stellungen  von  Flächen:  Sie  ent- 
sprechen durchaus  den  Parameterdarstellungen  der  ebenen 
Kurven,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  man  hier  wohl  zwei 
Parameter  u  und  v  wird  einführen  müssen.  Es  seien  also 
u  und  V  zwei  Größen,  die  irgendwelche  Beziehungen  zu  dem 
laufenden  Punkte  P(x^y^z)  der  Fläche  haben  derart,  daß  sie 
sich  bei  Veränderung  seiner  Lage  auch  verändern  und  um- 
gekehrt diese  Lage  bestimmen,  wenn  man  ihre  Werte  angibt. 
Dann  müssen  auch  die  Koordinaten  x,  y,  z  mit  bestimmt  sein, 
d.  h.  es  muß  drei  Gleichungen  von  der  Form  geben: 

^  =  /i  (m,  «•)»     y  =  h  (w,  v),     z  =  U  («,  r).  4| 

Dies  ist  eine  Parameterdarstellung  der  Fläche.  Ver- 
ändert man  u  und  v  beliebig,  so  gibt  sie  jeden  Punkt  der 
Fläche.  Ihre  Gleichung  aber  wird  offenbar  durch  Elimination 
von  u  und  v  aus  4)  erhalten;   etwa  so,   daß  \i  und  v  aus  den 
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beiden  ersten  Gleichungen  berechnet  und  in  die  dritte  ein- 
gesetzt werden. 

Umgekehrt  kann  man,  formell  wenigstens,  für  jede  durch 
irgend  eine  Gleichung  F{x^y^z)  =  0  gegebene  Fläche  Para- 
raeterdarstellungen  und  noch  dazu  auf  unendlich  mannig- 
faltige Arten  linden.  Man  führe  hierzu  irgend  zwei  andere  Funk- 
tionen durch  die  Definitionen  w  =  i^j  {x^  t/,  z\  v  =  F^  (x,  ?/,  z) 
als  u  und  v  ein,  aber  so,  daß  sie  voneinander  und  von 
Fix-^y^z)  unabhängig  sind,  und  berechne  nun  aus  den  drei 
Gleichungen: 

Ü  =  F{x,  y,  s\    u  —  F^  {x,  y,  z),    v  =  F^  {x,  y,  z) 

die  Koordinaten  x,  y,  z.  Diese  werden  dann  Funktionen  von 
u  und  V,  d.  h.  es  ist  eine  Parameterdarstellung  4)  gebildet 
worden. 

Nimmt  man  z.  B.  x  und  y  selbst  als  Parameter,  setzt 
also  u  =  x^  V  =  y,  so  bleibt  nur  die  letzte  der  Gleichungen  4) 
übrig: 

^  =  /s  (^,  yl 

als  die  explizite  Form  der  Gleichung  der  Fläche. 

Sehr  oft  aber  wird  die  wirkliche  Ausführung  der  Para- 
meterdarstellung mit  großen  analytischen  und  rechnerischen 
Schwierigkeiten  verbunden  sein,  besonders  bei  hohem  Grade 
der  Flächen gleichung.  In  solchem  Falle  wird  der  erfahrene 
Mathematiker  häufig  nicht  viel  mehr  leisten  können,  als  der 
unerfahrene  Neuling  und  auf  die  Bestimmung  der  Funktionen 
fii  fii  fs  ^^  4)  verzichten. 

Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  daß  eine  solche  rein  formelle 
Darstellung  4),  d.  h.  ohne  Angabe  der  Funktionen  /i,  f^,  f\ 
keinen  Nutzen  haben  könne;  sie  hat  im  Gegenteil  den  Mathe- 
matikern große  Dienste  geleistet,  besonders  seitdem  Gauß  in 
der  klassischen  Abhandlung  „Disquisitiones  circa  superficies 
curvas"  (Untersuchungen  über  krumme  Oberflächen)  von  ihr 
mit  unvergleichlicher  Meisterschaft  Gebrauch  gemacht  hat,  um 
die  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  mit  den  glänzendsten 
Entdeckungen  zu  bereichern. 

Wie  man  aber  in  einfacheren  Fällen  von  der  Gleichung 
zur  Parameterdarstellung  übergeht,  werden  folgende  Beispiele 
lehren. 
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1.  Gegeben  sei  die  Gleichung  ersten  Grades: 

a  X  ^  h  y  -{-  c  0  -\-  d  =  0, 

also   eine  Ebene.     Hier  nimmt   man   am   einfachsten  x  und  y 

selbst  als  Parameter  und  schreibt  in  expliziter  Form: 

a           h           d 
Z= X w 

c  c  c 

2.  Gegeben  sei  die  Kugel: 

x'^  -^  y'^  ^  z"^  —  »-2  =r  0. 
Für  diese  ist  die  uralte,  für  Erd-  und  Himmelskugel  so 
viel  benutzte  Parameterdarstellung  am  Platze.  Es  werde  die 
ä;?/- Ebene  zur  Äquatorebene,  die  :r-0- Ebene  zur  Ebene  des 
Anfangsmeridians  gemacht  und  dementsprechend  der  Winkel  l 
als  Länge  und  der  Winkel  fp  als  Breite  eingeführt.  Die 
Formeln  7),  §  1: 

:»  =  r  •  cos  g)  •  cos  7,  ?/  =  /*  •  cos  (p  •  sin  /,  z  =■  r  •  sin  cp 
geben  dann,  wenn  für  r  der  Radius  der  Kugel  eingesetzt  wird, 
bei  veränderlichem  g)  und  l  sofort  die  gesuchte  Darstellung. 
Um  eine  andere,  welche  rein  algebraisch  und  „rational" 
ist,  d.  h.  keine  Wurzel  enthält,  abzuleiten,  mache  man  irgend 
einen  Punkt  der  Kugel,  etwa  den  mit  den  Koordinaten  (0,  0,  —  ?•) 
zum  Anfangspunkt.  Die  Transformationsformeln  für  Parallel- 
verschiebung lauten  dann: 

X  =  x^,    y  =  yu    z  =  Zi  —  r, 
und  die  Gleichung  der  Kugel  wird: 

xr'^yi'  +  ^i'-2rz,  =0. 
Es  fehlt  selbstverständlich  das  konstante  Glied,  da  die 
Fläche  durch  den  neuen  Anfangspunkt  hindurchgeht.  Jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  schneidet  sie  noch  in  einem  zweiten 
Punkte.  Führt  man  für  einen  solchen  Strahl  die  Verhältnisse 
der  Richtungskosinus: 

cos  CA         _    cos  ß 

cosy'  COSJ' 

ein,  so  wird  nach  2  a),  §  1 : 
oder:  x,:y,:z,  =  n:r:l, 

Xi  =  U'  z,,    yi  =  V'  z,. 
Nach  Einsetzen  in  die  Gleichung  folgt,  wenn  der  Faktor  ~i, 
als  dem  Anfangspunkt  entsprechend,  fortgelassen  wird: 
(^U2  _|_  ^i;2  _^  1)  ^j  _  2  >•  =  0. 
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Den  so  gefundenen  Ausdruck  für  z^  setze  man  in  die  vor- 
hergehenden beiden  Gleichungen  ein.  Nach  Rückkehr  zu  den 
alten  Koordinaten  entsteht  dann  die  gewünschte  Paranieter- 
darstellung: 

X  = 


2  ru 


U  = 


2rv 

M2-|-t;a-|-  1' 


5) 


r(l— m2  — i;2) 

2  =    - 


M2  4-t;2+  1 

Anmerkung:  Diese  Methode  führt  offenbar  für  jede 
Fläche  zweiten  Grades,  nachdem  man  irgend  einen  ihrer  Punkte 
zum  Anfangspunkt  gemacht,  zu  einer  Parameterdarstellung,  in 
welcher  .r,  y,  z  gebrochene  rationale 
Funktionen  zweiten  Grades  mit  dem- 
selben Nenner  werden.  [Die  Umkehrung 
ist  aber,  nebenbei  bemerkt,  nicht  richtig, 
trotzdem  sie  für  Kurven  zweiter  Ord- 
nung (I,  §  24)  richtig  war.J 

3.  Eine  zur  ^■- Achse  senkrechte 
Gerade  dreht  sich  um  diese  Achse  und 
gleitet  dabei  während  der  Drehung 
gleichmäßig  an  ihr  entlang.  Die  ent- 
stehende Schraubenfläche,  welche  das 
Prinzip  der  Wendeltreppen  wiedergibt, 
ist  darzustellen  (Fig.  8). 

Läßt  man  die  2'- Achse  mit  der  Ge- 
raden in  irgend  einer  Lage  zusammen- 
fallen, bezeichnet  ferner  mit  h  die  einer 
vollen  Umdrehung  entsprechende  Steig- 
höhe und  führt  den  Drehungswinkel  cp  sowie  den  Abstand  q 
von  der  ^-Achse  als  Parameter  für  den  laufenden  Punkt  ein, 
so  folgt:  y^ 

X  =  Q  '  coscp,    y  =  Q  '  sin  (p,    z  =  - —  •  (p.  6) 


Fi  er.  8. 


Dies  ist  die  Parameterdarstellung.    Die  Gleichung  entsteht 
durch  Elimination  von  q  und  9.     Es  wird  zunächst: 


y 


=  tgqp» 
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also  nach  der  dritten  Gleichung: 

y  =  X'tg(^2  7i.  1^  .  7) 

Diese  Gleichung  ist  transzendent,  wie  nicht  anders  zu  er- 
warten. 

Der  große  Vorzug  der  Parameterdarstellungen  tritt  nament- 
lich bei  tief  ergehenden  rntersuchungen  hervor,  wenn  geeignete 
geometrische  Größen  zu  Parametern  genommen  werden.  Häufig 
werden  dann  sonst  schwer  zugängliche  Eigenschaften  der  Flächen 
mit  Leichtigkeit  auffindbar.  So  ist  die  so  wichtige  Frage  der 
Abbildung  von  Flächen  aufeinander  mit  der  Parameter- 
darstellung eng  verknüpft.  Wenn  man  z.  B.  u  und  v  einerseits 
als  Parameter  irgend  einer  Fläche  F,  gemäß  den  Gleichungen  4), 
andererseits  aber  u  und  v  auch  als  Koordinaten  eines  Punktes 
in  einer  Ebene  E  ansieht,  so  ist  damit  sofort  eine  Abbildung 
von  F  auf  E  hergestellt,  bei  welcher  jeder  Punkt  von  F  sein 
Abbild  in  einem  Punkte  von  E  hat.  Oder  es  seien  zwei  Flächen  F 
und  F^  durch  Parameter  ti  und  v,  bzw.  «j  und  t\  gegeben. 
Werden  dann  die  Gleichungen  u^  =  ^(,  v^  =  v  oder  ganz  all- 
gemein Ml  =  (pfu,  v),  Vi  =  t/^(M,  f),  wo  (p  und  t  irgendwelche 
gegebene  Funktionen  bedeuten,  angesetzt,  so  haben  wir  sofort 
Abbildungen  mannigfaltiger  Art  von  F  und  F^  aufeinander. 

Die  Gleichungen  .5)  z.  B.  liefern,  wenn  u  und  v  als  Koor- 
dinaten des  laufenden  Punktes  in  einer  Ebene  genommen 
werden,  die  bekannte,  von  dem  genialen  Hipparch  aufgefundene 
stereographische  Abbildung  einer  Kugel  auf  die  Ebene,  welche 
ihrer  vielen  ausgezeichneten  Eigenschaften  wegen  noch  heute 
in  unseren  Atlanten  am  meisten  benutzt  wird.  Es  ist  hier  nicht 
der  Ort,  auf  die  Kartographie  einzugehen;  nur  eine  dieser 
Eigenschaften  möge  als  Beispiel  angezogen  werden,  wie  einfach 
die  Parameterdarstellung  häufig  die  Beweise  gestaltet.  Man 
betrachte  irgend  einen  Kreis  auf  der  Kugel  und  schneide  sie 
hierzu  durch  irgend  eine  Ebene: 

ax  -\~b  1/  -\-  CS  -\-  d  =  0. 

Setzt  man  hier  5)  ein  und  schafft  den  Nenner  fort,  so  ent- 
steht für  ti  und  v  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  und  zwar  von 
der  Form: 

-l  («2  -f  1-2)  -f  m  iii-nv-\-  p  =  0. 
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Sie  stellt  also,  wenn  «  und  v  als  Koordinaten  eines  Punktes 
angesehen  werden,  auch  einen  Kreis  dar  (I,  §  12),  d.  h.  bei  der 
stereographischen  Abbildung  der  Kugel  werden  Kreise  durch 
Kreise  abgebildet. 

Übungsaufgaben. 

1.  FAn  Kreia  dreht  sieb  um  eine  beliebige  in  seiner  Ebene  liegende 
Achse.     Die  Gleichung  der  Drehfläche  zu  finden. 

2.  Wie  lautot  die  Gleichung  desjenigen  Kreiskegels,  in  welchem  die 
Koordinatenachsen  Kanten  sind,  und  zwar  so,  daß  die  Positivrichtungen 
auf  derselben  Kegelhälfte  liegen? 

3.  Man  suche  zu  der  in  Übungsaufgabe  2),  §  4  bezeichneten  Fläche 
eine  passende  Parameterdarstellung. 

4.  Man  beweise,  daß  die  Gleichung: 

F(it,v)  =  0, 
wo  ti  und  V  zwei  lineare  Ausdrücke  sein  sollen: 

u  =  ai,v-\-biy-\-CiZ-\-d^,     v  =  a.^x -{-b^ij -\- c^s -^  tk 
immer  eine  Zylinderfläche  darstellt. 


Kurven  im  Raum.     Ihre  beiden  Gleichungen. 

Die  Methode  der  Projektionen. 

Parameterdarstellungen  von  Kurven. 

Unter  Kurve  im  Raum  wird  hier  irgend  eine  Kurve  schlecht- 
hin verstanden,  gleichgültig,  ob  sie  in  einer  Ebene  liegt,  wie 
Kreis,  Ellipse  usw.  oder  ob  nicbt,  wie  z.  B.  die  Kurve,  in 
welche  sich  ein  Kreis  verwandelt,  wenn  seine  Ebene  auf  einem 
Zylinder  aufrollt. 

Zur  analytischen  Darstellung  einer  solchen  Kurve  reicht 
eine  einzige  Gleichung  nicht  aus,  weil  letztere,  wie  in  den 
vorigen  Paragraphen  ausführlich  erörtert,  eine  Fläche  bestimmt. 
Wohl  aber  kann  man  die  Kurve  als  Schnitt,  als  Durch- 
dringung zweier  Flächen  ansehen,  wie  die  Gerade  als 
Schnitt  zweier  Ebenen,  den  Kreis  als  Schnitt  einer  Ebene  und 
einer  Kugel.  Dann  müssen  die  Koordinaten  jedes  Punktes  der 
Kurve  den  beiden  Gleichungen  dieser  Flächen: 

i\  (x,  y,  z)  =  0,    F,  (.r,  y,  z)  =  0  1) 

genügen  und  in  diesem  Sinne  bezeichnet  man  diese  Gleichungen 
als  die  beiden  Gleicbungen  der  Kurve.     Also: 
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Die  beiden  Gleichungen  einer  Kurve  sind  die 
beiden  Gleichungen  von  zwei  Flächen,  welche  sich  in 
der  Kurve  schneiden. 

Zu  dieser  Definition  ist  aber  noch  zu  bemerken: 

Erstens:  Die  Darstellung  1)  ist  insofern  unbestimmt,  als 
nicht  umgekehrt  die  beiden  Flächen  durch  die  vorgelegte  Kurve 
eindeutig  gegeben  sind.  Man  hat  vielmehr  in  ihrer  Wahl  eine 
sehr  große  Freiheit.  Eine  Gerade  z.  B.  kann  als  Schnitt 
irgend  zweier  durch  sie  gehender  Ebenen  betrachtet  werden, 
oder  auch  als  Schnitt  irgend  zweier  anderer  Flächen,  welche 
beide  die  Gerade  enthalten  (z.  B.  Zylinderflächen).  Auch  ana- 
lytisch tritt  dieser  Sachverhalt  sofort  hervor,  da  man  die 
Gleichungen  1)  durch  irgend  zwei  andere  Gleichungen  ersetzen 
kann,  die  aus  1)  durch  irgendwelche  Verbindungen,  z.  B.  durch 
Addieren,  Multiplizieren  usw.  entstehen.  Denn  dann  werden 
diese  beiden  neuen  Gleichungen  ebenfalls  Flächen  bestimmen, 
die  durch  die  gegebene  KurvQ  hindurchgehen,  und  es  hindert 
also  nichts,  sie  als  Gleichungen  derselben  zu  nehmen. 

Zweitens:  Es  kann  sehr  wohl  sein,  daß  die  in  1)  dui'ch 
ihre  Gleichungen  gegebenen  Flächen  sich  noch  anderweitig 
schneiden,  als  in  der  vorgelegten  Kurve.  Wenn  z.  B.  die 
gerade  Linie  als  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  Kreiszylinder 
betrachtet  werden  würde,  so  ist  sie  doch  Hur  ein  Teil  dieses 
Schnittes,  da  noch  eine  zweite  Schnittgerade  vorhanden  ist. 
Man  muß  daher,  wenn  möglich,  in  1)  zwei  solche  Gleichungen 
nehmen,  daß  die  zugehörigen  Flächen  in  der  Tat  nur  die 
vorgelegte  Kurve  und  keine  andere  gemeinsam  haben.  Gelingt 
dies  aber  nicht,  so  ist  entweder  die  andere  Kurve  ausdrücklich 
auszuschließen  oder  noch  eine  dritte  Gleichung  hinzu- 
zunehmen, derart,  daß  die  dritte  Fläche  ebenfalls  durch  die 
gegebene  Kurve  geht,  und  daß  der  gemeinsame  Schnitt  aller 
drei  Flächen  nur  die  gegebene  Kurve  ist,  während  je  zwei 
Flächen  sich  noch  immer  in  einer  fremden  Kurve  schneiden 
können. 

Ein  Beispiel  wird  dies  am  besten  erläutern.  Gegeben  seien 
die  beiden  Flächen: 

a)  X  -\-  xz  —  y~  =  0, 

b)  x(y+,)->i{,f-,)  =  0 
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(ein  hyperbolisches  Paraboloid  und  ein  Kegel).  Sie  schneiden 
sich  in  der  ^-Achse,  denn  a)  und  b)  werden  identisch  erfüllt, 
wenn  x  =  0,  y  =  0  und  3  beliebig.  Vermutlich  aber  wird 
diese  Gerade  nur  ein  Teil  des  Schnittes  beider  Flächen 
bilden  und  es  möge  eben  der  andere  Teil  der  eigentlich  ge- 
suchte sein. 

Um  zunächst  nachzuweisen,   daß  er  überhaupt  vorhanden 
ist,  berechne  man  aus  a)  und  b): 

X  s  X  y  —  z 

\j  ~  \-\-z"     y  ~  lf-\-z' 

X 

Liegt  der  Punkt  nicht  auf  der  ^-Achse,  dann  ist  —  nicht 
von  der  Form      ,  d.  i.  unbestimmt,  und  man  erhält  also: 


0 


oder: 


l-\-  2        y-\-  z 


c)  y  —  z  —  2z^  =  0. 

Für  den  anderen  Teil  muß  also  auch  die  dritte  Gleichung 
c)  erfüllt  sein.     Nun  folgt  aus  c): 

d)  y  =  z-\-2z^ 
und  nach  Einsetzen  in  a): 

Da  aber  endlich  durch  Einsetzen  von  d)  und  e)  auch  b) 
zur  Identität  wird,  so  ist  in  d)  und  e)  eine  Darstellung  des 
anderen  Teiles  (einer  Kurve  dritter  Ordnung)  gefunden,  so 
daß  für  jeden  Wert  von  z  sofort  x  und  y  berechnet  werden 
können.  Der  fremde,  zu  Anfang  in  a)  und  b)  enthaltene  ge- 
meinsame Bestandteil,  die  ^- Achse  nämlich,  ist  dagegen  in  d) 
und  e)  vollständig  eliminiert. 

Man  wird  daher  zuweilen  bei  der  Darstellung  1)  Umsicht 
üben  müssen,  um  die  vorgelegte  Kurve  rein  und  ohne  Ver- 
mischung mit  fremden  Kurven  zu  erhalten.  Immer  aber 
bleibt  zu  Recht  bestehen,  daß  jede  Kurve  ihre  beiden 
Gleichungen  habe: 

F^  {X,  t/,  z)  =  0,     F,  (x,  v/,  z)  =  0.  1) 
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%J 


Fig.  9. 


Darstellung  einer  Kurve  durch  ihre  Projektionen: 
Es  sei  PiPiPsPi  ...  (Fig.  9)  irgend  eine  Kurve  im  Raum. 
Man  pflegt  sie  in  der  darstellenden  Geometrie  durch  ihre 
beiden  Projektionen  (Grundriß  und  Aufriß)  Q^  Q^  QsQt  .. ., 
Pi^Pi^PizPi  •••  iö  den  beiden  Projektionsebenen,  hier  xy-  und 
a;,i -Ebene,  zu  bestimmen.  Sehr  häufig 
nimmt  man  als  zwar  nicht  notwendige, 
aber  doch  sehr  willkommene  Ergänzung 
noch  die  Projektion  S-^  S^  S^  S^  . . .  auf 
eine  dritte,  zu  beiden  senkrechte  Ebene, 
hier  die  i/^-Ebene,  hinzu,  die  eben  des- 
wegen nicht  notwendig  ist,  weil  (im 
allgemeinen)  die  Kurve  und  damit 
auch  die  dritte  Projektion  durch  die 
beiden  ersten  Projektionen  bestimmt 
werden  kann. 

Analytisch  aber  stellt  sich  dieser  Vorgang  folgendermaßen 
dar:  Die  Projektion  QiQ^QsQi  '•■  hat  zwei  Gleichungen,  wie 
jede  Kurve  im  Raum.  Die  eine  ist  ^f  =  0,  die  andere  gehört 
dem  projizierenden  Zylinder  PiQi-,  P2Q2^  PsQs^  PtQi  ••  •  an- 
Da  er  auf  der  xy-Ehene  senkrecht  steht,  darf  seine  Gleichung 
kein  js  enthalten  (§  .5),  und  weil  er  durch  die  gegebene  Kurve 
P^P^PzPi  •••  geht,  so  muß  sie  aus  1)  durch  Herausschaffung, 
durch  Elimination  von  z  entstehen.  Überträgt  man  diese  Schlüsse 
auch  auf  die  beiden  anderen  Projektionen,  so  folgt  danach: 
Eliminiert  man  aus  1)  der  Reihe  nach  erst  x^  dann  y, 
dann  ^,  so  entstehen  die  Gleichungen: 

<3PiOa^)  =  0,     (fi{z,x)  =  0,     cpsix^ij)  =  0  2) 

der    drei   projizierenden   Zylinder,    welche   in  Verbin- 
dung mit  den  drei  Gleichungen: 

X  =  0,      y  =  0,      z  =  0 
sofort  die  drei  Projektionen  selbst  ergeben. 

Wie  bereits  erwähnt,  wird  man  im  allgemeinen  mit  zwei 
Projektionen,  etwa  auf  die  xy-  und  die  .r^'-Ebene,  auskommen, 
aber  in  manchen  Fällen  lieber  alle  drei  aufsuchen,  wenn 
nämlich  die  beiden  ersten  ungünstig  zueinander  liegen.  Dies 
ist  sogar  dann  notwendig,  wenn  die  Kurve  in  einer  zur  ^-Achse 
senkrechten  Ebene,   also   in   einer  Parallelebene  zur  .r //-Ebene 
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liegt.  Denn  dann  fallen  die  beiden  ersten  Gleichungen  2)  mit 
der  Gleichung  der  Ebene  der  Kurve,  z  =  constans,  zusammen 
und  es  bedarf  noch  der  dritten  Gleichung,  welche  dann  zu- 
gleich Gleichung  der  Kurve  in  ihrer  eigenen  Ebene  ist. 

Parameterdarstellung  von  Kurven.  Wie  die  Flächen 
durch  zwei,  so  können  die  Kurven  im  Kaum  durch  einen 
Parameter,  den  wir  t  nennen  wollen,  dargestellt  werden,  so  daß 
eine  solche  Kurve  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

X  =  (pi(0,     y  =  «jt'aCO»     ^  =  «FsCO  3) 

definiert  wird. 

An  sich  ist  sogar  diese  Darstellung,  wenigstens  formell, 
leicht  zu  erreichen.  Man  gehe  etwa  von  den  beiden  Glei- 
chungen 1)  aus: 

Fl  {X,  y,  z)  =  0,     F^  (x,  y,z)  =  0 
und  bezeichne  irgend   eine   dritte  Funktion  von  x^  y,  z  mit  /: 

^3  (^,  y->  ^)  =  ^• 

Entwickelt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  x,  y,  z,  so 
werden  diese  als  Funktionen  von  t  bestimmt  und  die  Glei- 
chungen 3)  sind  gefunden. 

Weit  schwieriger  aber  ist  die  Frage  nach  einer  wirklich 
angemessenen  Parameterdarstellung,  die  in  jedem  besonderen 
Falle  auch  besonders  augegriffen  werden  muß.  Auch  kann 
hierüber  nur  wiederholt  werden,  was  bei  dieser  Gelegenheit  im 
vorigen  Paragraphen  über  die  Flächen  ausgesagt  worden  ist, 
daß  nämlich  eine  solche  Parameterdarstellung  nicht  immer 
leicht  zu  finden  ist. 

Wenn  aber  dieselbe  vorliegt,  so  kann  man  rückwärts  durch 
bloße  Elimination  zu  den  Projektionen  oder  auch  zu  den  Glei- 
chungen der  Kurve  gelangen.  Denn  eliminiert  man  t  aus  je 
zweien  der  Gleichungen  3),  so  entstehen  die  drei  Gleichungen  2). 
Eliminiert  man  aber  t  unter  Hinzuziehung  aller  drei  Glei- 
chungen 3),  so  entsteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

also  eine  der  Gleichungen  der  Kurve. 

Ganz  besonders  wird  die  Parameterdar Stellung  der  Kurven 
in  der  Mechanik  bevorzugt.  In  der  Tat,  wenn  es  sich  um 
die  Bahn  handelt,  die  irgend  ein  Punkt  (Massenpunkt),  der 
gegebenen  Kräften  ausgesetzt  ist,  beschreibt,  so  ist  doch  offenbar 
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das  Endziel  die  Kenntnis  des  Ortes  für  jeden  Augenblick,  d.  h. 
die  Kenntnis  der  Koordinaten  als  Funktionen  der  Zeit.  Somit 
ist  liier  die  Zeit  als  Urvariable  von  vornherein  gegeben  und 
damit  der  Ansatz  3)  mit  der  Bedeutung  t  =  Zeit  (ausgedrückt 
in  der  Zeiteinheit  [Sekunde]  und  gezählt  von  irgend  einem 
Augenblick  an  in  die  Zukunft  vorwärts  als  positiv  und  in  die 
Vergangenheit  zurück  als  negativ).  Auch  leitet  man  aus  3)  nur 
in  einfachen  Fällen  durch  Elimination  von  t  die  Gleichungen 
der  Bahn  ab,  zumal  letztere  meist  gar  nicht  gebraucht  werden. 
Als  ein  klassisches  Beispiel  hierfür  sind  die  Bahnen  der  Planeten 
zu  nennen,  die  nur  in  erster  Annäherung  Ellipsen  sind,  insofern 
man  nämlich  nur  die  allerdings  überwiegende  Anziehung  der 
Sonne  berücksichtigt  und  von  den  gegenseitigen  Anziehungen 
der  Planeten  absieht.  Zieht  man  aber  auch  diese  in  Betracht, 
so  sind  die  Bewegungen  durchaus  nicht  einfach.  Die  Funktionen 
<pi{t)^  <pi{t)i  fPz{t)  in  3)  werden  schon  an  sich  so  schwer  über- 
sichtlich, daß  ein  Übergang  zu  den  Endgleichungen  der  Bahnen 

durch     Elimination 
■^  ■  B  von  t  praktisch  aus- 

geschlossen ist. 


Wir  wollen  nun 
an  einem  nicht  zu 
schwierigen,  aber 
auch  nicht  zu 
einfachen  Beispiel 
die  verschiedenen 
Arten  der  ana- 
lytischen Darstel- 
lung einer  Raum- 
kurve erläutern. 

Gegeben  sei  eine 
Kugel      mit      dem 
Radius  =  r  und  ein 
Kreiszylinder      mit 
dem  Durchmesser  =  r,  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  hin- 
durchgeht. Es  ist  die  Durchdriugungskurve  zu  ermitteln  (Fig.  9  a). 
Macht   man   den  Mittelpunkt  der  Kugel  zum  Koordinaten- 
anfangspunkt, die  durch  ihn  hindurchgehende  Kante  des  Zylinders 


Fig.  9  a,  b,  c,  d. 
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zur  ^--Achse,  so  tlalj  die  .r/y-Ebene  den  Zylinder  in  seinem 
kreisförmigen  Querschnitt  schneidet,  und  Läßt  endlich  die^c-Achse 
nach  dem  iMittelpunkt  dieses  Kreises,  die  ^-Achse  also  tangential 
an  ihn  gerichtet  sein,  so  sind  die  Gleichungen  der  Kugel  und 

des  Zylinders: 

I)   a:2  -I-  j/2  -I-  ^2  _  ,.2  ^  0, 

II)   2-2-1-  iß—rx  =  0. 

Man  kann  sie  sofort  als  Gleichungen  der  Schnittkurve 
nehmen.  Um  die  drei  Projektionen  zu  finden,  hat  man  der 
Reihe  nach  aus  I)  und  II)  j,  //,  z  zu  eliminieren.  Da  II)  schon 
von  s  frei  ist,  so  stellt  diese  Gleichung  bereits  die  Projektion 
auf  die  xy-Yhcwc  vor  (Fig.  Da).  Die  Elimination  von  y  wird 
sehr  einfach  durch  Subtraktion  bewerkstelligt.     Es  folgt: 

III)  z^  —  r^^rx=^0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel  bzw.  des  projizierenden 
parabolischen  Zylinders  (Fig.  9  b).  Auch  die  Elimination  von  x 
ist  nicht  schwer.     Alan  berechne  aus  III): 

»•2  —  ^2 

X  =  

r 

und  setze  in  I)  oder  II)  ein.     Es  folgt: 

IV)  ^2_^2+^=,0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kurve  vierter  Ordnung  (Fig.  9  c). 

Bemerkungen:  1.  Es  könnte  auffallen,  daß  die  Projektion 
derselben  Kurve  auf  die  xy-  und  auf  die  a^^-Ebene  von  der 
zweiten,  auf  die  y^-Ebene  aber  von  der  vierten  Ordnung  ist. 
Aber  jeder  Punkt  des  Kreises  II)  ist  die  Projektion  von  zwei 
Punkten  der  Kurve  (mit  entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  z) 
und  ebenso  ist  jeder  Punkt  der  Parabel  III  Projektion  von 
zwei  Punkten  der  Kurve  (mit  entgegengesetzt  gleichen  Werten 
von  ij).  Also  sind  II  und  III  eigentlich  doppelt  zu  rechnen, 
wobei  außerdem  zu  beachten  ist,  daß  für  die  Parabel  nur  der 
Bogen  BAC^)  in  Betracht  kommt,  weil  sonst  die  beiden  zu- 
gehörigen Werte  von  y  offenbar  imaginär  werden  müssen,  wie 
man  hinterher  in  der  Tat  leicht  bestätigt.  2.  Fast  immer  wird 
nach  der  Erfahrung  des  Verfassers  die  Projektion  III  nach  dem 

*)  C  soll  der  tiefste  Punkt  sein  (Fig.  10). 
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„Augenmaß"  falsch  beurteilt  und  etwa  nach  Art  der  Fig.  9d 
vorausgesetzt.  Es  ist  dabei  das  Bestreben  unverkennbar,  der 
Tatsache  gerecht  zu  werden,  daß  die  Kurve  in  dem  Punkt  A^ 
der  ja  sofort  als  „Doppelpunkt"  erkannt  wird,  nicht  vertikal, 
d.  h.  parallel  zur  ^-Achse,  wie  es  nach  der  richtigen  Fig.  9b 
scheinen  könnte,  sondern  nach  vorn  und  hinten  schräg  aufsteigt. 
Man  muß  sich  erst  vergegenwärtigen,  daß  in  A  die  Tangential- 
ebene an  die  Kugel  (und  Zylinder)  vertikal  und  parallel  zur 
?/r-Ebene  steht  und  daher  auch  die  schrägen  Kichtungen  in  ihr 
sich  vertikal  projizieren  müssen.  Ebenso  verleitet  der  in  B 
und  C  tangentiale  Verlauf  der  Kurve  an  den  größten  Kreis  B  C, 
der  in  Fig.  9  a  und  9b  als  Strich  erscheint,  fälschlich  dazu, 
auch  (wie  in  Fig.  9d  gezeichnet)  die  Projektion  tangential  in 
B  und  C  zu  beginnen.  Aber  in  B  und  C  ist  die  Kurve  hori- 
zontal, die  Verkürzung  also  unendlich  groß,  und  dies  hat  zur 
Folge,  daß  die  wirkliche  Berührung  sich  bei  richtiger  Zeichnung 

in  ein  schräges  Herangehen,  als  ob 
die  Kurve  schneiden  wollte,  ver- 
wandelt. 3.  Um  die  Richtungen  der 
beiden  Tangenten  in  A  festzustellen, 
bedenke  man,  daß  y  und  2  in  der 
Umgebung  von  A  sehr  klein  sind 
und  daher  dort  für  die  Gleichung  IV) 
nur  die  niedrigsten  Glieder,  also  die- 
jenigen zweiten  Grades  in  Betracht 
kommen.  In  der  Umgebung  von  A 
verwandelt  sich  IV  somit  in: 


y 


2  —  ^2 


0, 


±y, 


Ficr.    10. 


d.  h.  die  Tangenten  in  A  sind 
parallel  zu  den  Halbierungslinien 
der  Winkel  zwischen  der  //-  und  der 
^•-Achse  und  stehen  also  senkrecht 
aufeinander,  4.  Augenscheinlich  tritt 
in  Fig.  9  c  die  Gestalt  der  Kurve  deutlicher  hervor  als  in  Fig.  9  a 
und  Fig.  9b.  Noch  wirksamer  aber  ist  Fig.  10,  welche  eine 
schiefe  Projektion  (Verküi-zuug  der  x  um  die  Hälfte)  darstellt 
und  in  Verbindung  mit  der  gezeichneten  Kugel  und  dem  durch 
den   punktierten   Kreis  und   zwei   Kauten   angedeuteten  Kreis- 


§  6.     Kurven  im  Raum.  G7 

Zylinder    den     „räumlichen"    Charakter    der    Kurve    oder    die 
„doppelte  Krümmung"  bestens  wiedergibt. 

Zur   Ergänzung    wollen    wir    die    Kurve   noch    von    ihrem 
Doppelpunkte   Ä    aus   durch   einen   Kegel   projizieren.     Macht 
man  Ä  zum  Anfangspunkt  und  setzt  demnach: 
x  =  x^-^r,    y  =  Vi,    z  =  z^, 
so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  I)  und  II)  in: 

W)   x,^  +  y,^  +  rx,  =  0. 

Das  Kriterium  für  einen  Kegel  mit  dem  Anfangspunkt  als 
Spitze  ist  nun  nach  §  5  die  Homogenität  der  Gleichung,  d.  h. 
der  gleiche  Grad  aller  Glieder.  Man  muß  also  aus  1')  und  IF) 
eine  solche  Gleichung  ableiten,  was  hier  mit  größter  Leichtig- 
keit gelingt  durch  Multiplikation  der  zweiten  Gleichung  mit 
-f  2  und  Subtraktion  der  ersten.  Es  folgt : 
V)     x,^^y,^-z^^  =  0. 

Dies  ist  ein  gerader  Kreiskegel  mit  einem  Öffnungswinkel 
von  450.  Schneidet  man  ihn  durch  die  Tangentialebene  in  B 
(oder  C),  d.  h.  setzt  ^^  =  r,  so  erhält  man  den  Kreis  mit  dem 
Radius  r:  „  ,       „        „        ^ 

^l2  _|_  y^2  _  ^-2   =   0 

als  entsprechende  Zeutralprojektion  der  Kurve  vom  Punkte  A 
auf  die  genannte  Tangentialebene. 

Bemerkung:  Bisher  sind  vier  Umdrehungsflächen  zweiter 
Ordnung  mit  parallelen  Achsen  namhaft  gemacht  worden,  die 
alle  vier  durch  unsere  RaumkurVe  hindurchgehen,  nämlich  die 
Kugel  I,  der  Kreiszylinder  II,  der  Kreiskegel  V  und  der  para- 
bolische Zylinder  III,  den  man  ja  auch  ansehen  kann  als  ent- 
standen durch  Umdrehung  der  Parabel  um  die  unendlich  ferne 
Gerade.  Dies  berechtigt  zur  Vermutung,  daß  es  eine  ganze 
Schar,  ein  ganzes  „Büschel"  solcher  Umdrehungsflächen  gibt. 
In  der  Tat  findet  man  sie  alle  durch  lineare  Verbindung  von 
I)  und  II): 

x^ -^  \ß -^  z^  —  r^ -\-  k{i^^iß  —  rx)  =  0 

oder   nach   Division    mit   1  -\- 1   und  nach   einer   kleinen   Um- 
formung mit  Hilfe  der  „quadratischen  Ergänzungen" : 

V       2(1+A);  +^  ^I  +  A       '4(1  +  A)2-^' 

5* 
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also   eine   Umdrehungsfläche,   deren    Achse   in    der   a;^- Ebene 

r  •  A 

parallel  zur  ^-Achse,  im  Abstände      .  von  dieser  liegt, 

^  (1  +  '"■) 
Um   eine   brauchbare  Parameterdarstellung   der  Kurve   zu 
gewinnen,  kann  man  recht  gut  z  selbst  als  Parameter  wählen. 
Es  folgt  nach  III)  und  IV): 


VI)  x  =  Y-"-,     y  =  ^^.\lr^-s^,     s  =  z. 

Setzt  man  ^  =  r .  cos  9),  betrachtet  also  den  Neigungs- 
winkel des  nach  dem  laufenden  Punkt  gerichteten  Iladius  der 
Kugel  mit  der  ^-Achse  als  Parameter,  so  verwandelt  sich  VI)  in: 

VII)    X  =  r  •  sin^  (5p,     1/  =  r  •  sin  9)  cos  9?,     z  =  r  •  cos  qc. 

Um  hieraus  schließlich  noch  eine  rationale  algebraische 
Darstellung  zu  geben,  führe  man  die  Tangente  des  halben 
Winkels  ein,  also: 

,    Qp  .  2w  1  —  «2 

daher : 

_     4rM2  _2ru{\—u^)         _        \  —  u^ 


Als  zweites  Beispiel   für  die  analytische  Darstellung   von 

Raumkurven   diene   die   allbekannte   „Schraubenlinie",   welche 

durch  Abwickeln  einer  Ebene,  in   der  eine  Gerade  gezeichnet 

ist,    auf   einen   Kreiszylinder    entsteht   (Fig.  8,   S.  57).     Nennt 

man  r  den  Piadius  des  Zylinders,  nimmt  seine  Achse  als  £- Achse, 

den  Koordinatenanfangspunkt  auf  ihr  beliebig,  richtet  dann  die 

rc- Achse   nach    dem   in   der  a:7/-Ebene    gelegenen   Punkt    der 

Schraubenlinie  und  bezeichnet  mit  «  die  ursprüngliche  Neigung 

der    Geraden    gegen    die    a; 2/ -Ebene,    woraus    die    Ganghöhe 

h  =  2;rf  tgoc  folgt,  so  findet  man  sofort  nach  Einführung  des 

Zentriwinkels  (p  als  Parameter: 

li 
X  =  r  '  cos  9),     y  =  r  •  sin  9),     .:  =    —  •  (p. 

Diese  Parameterdarstellung  stimmt  der  Form  nach  voll- 
ständig mit  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Darstellung 
der  Schraubenfläche  überein  [Gleichung  6),  S.  57],  nur  daß  r 
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statt  Q  steht  und  r  jetzt  kein  Parameter,  sondern  eine  Konstante, 
der  Radius  des  Zylinders  sein  soll. 

Je  nachdem  /t  positiv  oder  negativ,  haben  wir  die  rechts- 
drehende oder  die  liuksdrehende  Schraube  (deren  Sinn  man 
bekanntlich  durch  Vertauscliung  der  Richtung  der  ,;- Achse 
[durch  Umdrehen  der  SchraubeJ  nicht  ändern  kann).  Sollen 
noch  die  drei  Projektionen  der  Schraubenlinie  gefunden  werden, 
so  ist  nach  der  Theorie  aus  je  zwei  der  drei  Gleichungen  cp 
zu  eliminieren.     Man  tindet  so: 

„   ,     o        „        /^  •    /27r      \  /27t 

.7^  -{-  iß  —  r2  =;  0,     y  =  r  •  smi    .    •  sh     a;  =  r  •  cos (    ,    ■ 

Die  erste  Gleichung  ist  nichts  anderes  als  die  Gleichung 
des  Schraubenzylinders.  Die  beiden  anderen  Gleichungen 
stellen  Wellenlinien  vor,  als  welche  sich  in  der  jedem  Leser 
bekannten  Weise  die  Schraubenlinien  im  Aufriß  darstellen. 

Übangsaufgaben. 

1.  Gegeben  ein  Würfel  ^£  CD ^i'^Crif  (Fig.  7,  S.  40).  Gesucht  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  den  drei  Kanten  FG,  CD 
und  äE  gleichweit  entfernt  sind. 

2.  Von  einem  Hauptwasserleitungsrohr  (Radius  R)  zweigt  eine  kleine 
Röhre  (Radius  r)  senkrecht  so  ab,  daß  die  untersten  Kanten  beider  Zylinder 
sich  treffen.     Es  ist  die  Durchdringungskurve  analytisch  darzustellen. 

3.  Gegeben  der  Wüi-fel  wie  in  Aufgabe  1).  Durch  die  Kante  FG 
wird  eine  Ebene  gelegt  und  die  Mitte  M  zwischen  den  Durchschnittspunkten 
P^  und  Po  mit  den  beiden  Kanten  D  C  und  FA  konstruiert.  Welche  Kurve 
beschreibt  diese  Mitte,   wenn   die  Ebene  sich  um  die  Kante  FG  dreht? 

4.  Drei  Massenpunkte  bewegen  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit auf  drei  zueinander  windschiefen  Geraden.  Welche  Kurve  beschreibt 
ihr  Schwerpunkt? 


Zweiter  Abschnitt. 

§  7  bis  §  12. 


§7. 

Die  Ebene.    Verschiedene  Formen  ihrer  Gleichung. 

Die  Hessesche  Normalform.    Lot  Ton  einem  Punkte  auf 

eine  Ebene.    Ebenenkoordinaten. 

Wie   bereits   in   §  4   nachgewiesen,   stellt   jede   Gleichung 

ersten  Grades: 

ax -\-by -\- cz -\- d  =  0  1) 

eine  Ebene  E  vor.    Umgekehrt  besitzt  jede  Ebene  eine  Gleichung 
ersten  Grades.      ^ 

Ist  z.  B.  f?  =  0,  so  geht  E  durch  den  Anfangspunkt.  Ist 
c  =  0,  so  steht  E  auf  der  rr^-Ebene  senkrecht,  ist  h  =  0,  so 
auf  der  xs-^  a  =  0,  auf  der  ?/-e;-Ebene.  Sind  a  und  i»  =  0,  so 
ist  E  zur  a; »/-Ebene  parallel  usw.  Sind  «,  6,  c  alle  drei  sehr 
klein,  so  müssen  x^  y,  z  alle  drei  oder  doch  zum  Teil  sehr  groß 
werden.  Geht  man  zur  Grenze,  also  lim  a  =  0,  lim  6  =  0, 
limc  =  0,  so  folgt: 

Die  Gleichung 

0:r-l-0?/-f  0^-hr?  =  0 
stellt  „die  unendlich  ferne  Ebene"  vor.     (Vgl.  I,  §  9.) 

Zur  Konstruktion  einer  durch  ihre  Gleichung  gegebenen 
Ebene  E  genügt  die  Bestimmung  von  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkten. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  gegeben : 

5.r  — 3t/+  7^  —  9  =  0 
und  wählt  mau  in  der  a;^-Ebene  die  drei  Punkte: 

^,(4-2, -3),     (^,(-1,  +4),     (?3(_3, -8), 
so  folgen  die  Werte  von  z  der  zugehörigen  Punkte  Pj,  Po,  P3 
in  E\ 

7  '     ^  7  '     "• 
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Die  drei  Punkte  sind  daher: 

Pi(+2,  -3,  -^^y   l\(-h  +4,  +y),  P,(-3,  -8,  0). 

Sehr  häufig  nimmt  man  die  drei  Schnittpunkte  A,  B,  C 
mit  den  Achsen,  die  von  dem  Anfangspunkt  die  Abstände 
jj,  q,  r  (selbstverständlich  algebraisch,  d.  h.  positiv  oder  negativ) 
haben  mögen.     So  sind  diese  drei  Punkte: 

^(2),  0,0),     P  (0,^,0),     C(0,0,r). 
Durch  Einsetzen  in  1)  daher  sofort: 

d  d  d  „, 

a  0  c 

Will  man  p,  q,  r  in  die  Gleichung  1)  einführen,  so  divi- 
diere man  durch  —  d.     Es  folgt : 

f.4-l.+  l_l  =  0.    (Siehe  I,  §  9.)  3) 

Dies  ist  eine  spezielle  Form  der  Gleichung  insofern, 
als  die  Konstante  =  —  1  gemacht  wurde.  Sie  versagt ,  wenn 
die  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  geht,  weil  dann  p,  q  und 

r  =  0,  also  — ,  —  und  —  unendlich  werden.    In  der  Tat  ist  hier 
p     q  r 

d  =  0  und  die  Division  durch  —  d  nicht  gestattet. 

Eine  zweite  spezielle  Form  entsteht  durch  explizite  Dar- 
stellung von  z: 

a  b  d 

z  = X y 

c  c  c 

Die  Konstante  ist  =  r  nach  2).     Um  die  Bedeutung  der 

beiden  anderen  Koeffizienten  zu  ermitteln,  schneide  man  die 
Ebene  durch  die  xz-  und  die  ^^-Ebene.  Es  entstehen  dann 
die  beiden  Geraden: 

ad  h          d 

-^                              c          c  c  -^       c 
und  daher  (nach  I,  §  9): 

— -  =  tgg?;     — -  =  tg7^', 

wo  (p  und  ip  die  Richtungswinkel  der  Schnittgeraden  A  C  und 
BC  m  der  xz-  und  ?/;?-Ebene  sind,  wenn  dort  die  -\- x-  bzw. 
+  y-Achse  als  Anfangsrichtungen  genommen  werden.   (Drehungs- 
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sinn  positiv  Yon  -|-  x  nach  -f-  z  und  von  -\-  y  nach  -\-  z  um 
900.)     Führt  man  daher  die  Bezeichnungen  ein: 

tgg)  =  w,     igip  =:  n 
als   die   beiden  „Richtungskonstanten"   der  Ebene,   wenn   man 
sie  so  nennen  will,  so  wird  ihre  Gleichung: 

z  =  mx  -{-  ny  -\-  r.  4) 

Damit  ist   eine   zweite   spezielle    Form  entwickelt   und 

auch   die  Bedeutung   der   drei  Koeffizienten   bestimmt  worden. 

Auch  diese  Form  versagt  in  besonderen  Fällen,  dann  nämlich, 

wenn  die  Ebene  auf  der  a;y- Ebene 
senkrecht  steht. 

Ein  gleiches  gilt  für  die  expli- 
zite Darstellung  von  x  oder  y.  Immer 
wird  die  betreffende  Form  für  be- 
sondere Lagen  der  Ebene  unbrauch- 
bar und  es  liegt  daher  nahe  genug, 
die  Hessesche  Normalform  (I, 
§  9)  von  der  Ebene  auf  den  Raum 
zu  übertragen. 

Man  nimmt  dann  als  Bestim- 
mungsstücke von  E  das  Lot  6  vom 
Anfangspunkt  und  seine  Richtungswinkel  c/.^ß^y  (Fig.  11).  Die 
Betrachtung  der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  /?,  7,  /'  als 
Hypotenusen,  ö  als  gemeinsamer  Kathete  und  «,  /j, ;'  als  ein- 
geschlossenen Winkeln  gibt  sofort: 

8  =  p  '  cos  a  ^  q  •  cos  ß  =  r  •  cos  y ; 

d  d  d 

P  = 1     1  = 51     r  = 

cosoc  cosp  cos  7 

Durch  Einsetzen  in  die  Form  3)  und  Multiplizieren  mit  Ö 
entsteht  dann  ohne  weiteres  die  Hessesche  Normalform: 

X  cos  «  -|-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  ö  =  0,  5) 

die  für  keine  wirkliche,  d.  h.  weder  imaginäre  noch  unendlich 
ferne  Ebene  versagen  kann,  da  cos«,  cos/3,  cosy  zwischen 
—  1  und  -|-  1  liegen  und  auch  d  nie  unendlich  ist. 

Um  die  allgemeine  Form  1)  in  die  Normalform  ö)  zu 
verwandeln,  führe  man,  ganz  wie  in  I,  §  9,  den  vermittelndea 
Faktor  A  ein  und  setze  also  an: 
?i. '  ax  -\-  k  '  by  -\-  l  '  cz  -\-  l '  d  :;^  X  cos  cc  -]-  y  cos  ß  -\-  z  cos  ;-  —  d. 


Fig.  11. 
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Dann  muß  sein : 

Art  =  cos«,     kb  =  C08/3,     Ac  =  cos;',     Id  =  — Ö. 
Zur  Bestimmung  von    A   dient  die  Gleichung  3),  §  1,   die 

sofort  ergibt:  i 

A  = 


Die  Normalform  wird  daher: 

a^by±j^,±d  _  g 

+  Va2  -j-  62  +  c2 
d.  h.:  Um  die  allgemeine  Form  1)  in  die  Normalform 
zu  verwandeln,  dividiere  man  durch  -\- ]' a"^ -\- b^ -{- c^. 
Das  Vorzeichen  der  Wurzel  ist  so  zu  wählen,  daß  nach  5) 
das  letzte  Glied  negativ  werde;  also  positiv,  wenn  d  negativ, 
negativ,  wenn  d  positiv.     Hiernach  ist: 


a  ^^  b 

cos«  = 7=^-^ =-^1  cosp  =:  - — ,         ' =, 

+  ya2  +  62  -^  c2  +  yaä  +  62  ^  c2 

c  ^  d 

cosy  = -. — ,  o  = ; — ,  ,   — =• 

+  V"'  +  6^  +  c3  +  V«'  +  ^'  +  ^-^ 

Beispiel:  5a;  — 3y  +  7^  +  9  =  0. 


6) 


Man  dividiere  durch  —  V(+  ^Y  +  (—  3)^  +  (+  7)2  =  —  y83, 
so  wird  die  Normalform: 

5,3  7  9  n 

V83         V83         y83         y83 

Im  besonderen  aber  bemerke  man  die  überaus  wichtige 
Proportion :  « :  6 :  c  =  cos  « :  cos  /3 :  cos  7,  6  a) 

d.  h.:  Die  drei  Koeffizienten  von  x,  y  und  ^  in  der 
Gleichung  einer  Ebene  E  sind  proportional  zu  den 
Richtungskosinus  derjenigen  Richtung,  welche  auf  E 
senkrecht  steht. 

Lot  von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene.  Die  große  Be- 
deutung der  Hesseschen  Normalform  zeigt  sich  namentlich  bei 
der  analytischen  Behandlung  der  folgenden  fundamentalen  Auf- 
gabe: 

Gegeben  dieGleichung  einerEbenejE'in  derNormal- 

form:  xcosu -\- y  cos ß -\- z cosy —  d  ^=  0 

und  ein  beliebiger  Punkt  F  {X,  Y,  Z)  im  Räume.  Ge- 
sucht das  Lot  zl  von  P  auf  E. 
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Lösung  (Fig.  11):  Man  projiziere  die  gebrochene  Linie 
X-Z-Z  auf  die  Lotricbtung.   Die  Projektionen  der  Einzelstrecken 

sind:  -rr  -u  i      r/ 

A-cosa,     Jf-cosp,    Z-cosy. 

Andererseits  ist  die  Gesamtprojektion  augenscheinlich 
=  <5  -f  z/.     Also : 

X  •  cos  u  -\-  Y '  cos  ß  -~  Z '  cos  y  =  d  -^  zJ^ 
und  somit: 

^  =  X  •  cos  u  -\~  Y '  cos  ß  ^  Z '  cos  -/  —  d.  7) 

d.  h.  man  erhält  das  Lot  von  einem  Punkte  P  auf  eine  Ebene  E 
durch  Einsetzen  der  Koordinaten  von  F  in  die  linke 
Seite  der  Gleichung  von  E.  wenn  diese  in  der  Hesseschen 
Normalform  gegeben  ist. 

Es  ist  aber  noch  zu  bemerken,  daß  7)  das  Lot  zJ  mit  dem 
Vorzeichen  -\-  oder  —  gibt,  je  nachdem  P  und  0  auf  ver- 
schiedenen oder  auf  derselben  Seite  von  E  liegen.    (Vgl.  I,  §  9.) 

Eine  zweite,  noch  einfachere  Ableitung  von  7)  ist  die 
folgende:  Man  denke  sich  durch  P  die  Ebene  E^  parallel  zu  E. 
Dann  bleiben  «.  ß,  y  unverändert,  während  statt  d  zu  setzen 
ist:  d -\- zJ.     Die  Gleichung  von  E^  ist  daher: 

X  '  cos  K-\-  y  '  cos  ß  -\-  2  •  cos  y  —  (d  -f  z/)  =  0. 

E-^  geht  aber  durch  P  (X,  Y,  Z).  Nach  Einsetzen  und  Be- 
rechnen von  z/  entsteht  sofort  wieder  die  Formel  7). 

Ist  die  Gleichung  von  E  in  der  allgemeinen  Forai  gegeben, 
so  wandelt  sich  7)  nach  5a)  in: 

z/  =^  -. —  — L 7  a) 

+  Va2  -^  62  +  c2 

Beispiel:  ^  :  5a;  — 3?/ +  7^  +  9  ==  0.   P(-f  1.  -^  2.  —3). 

^  _  5(+l)-3(+2)_-f-7(-3)  +  9  ^    ,   i£ 

—  V83  V83 ' 

13 
d.  h.  die  Länge  des  Lotes  ist  =     —  und  P  und  0  liegen  auf 

^63 
verschiedenen  Seiten  von  E. 

Aufgabe:  Gegeben  E  durch  ihre  Gleichung  und  P(X.  Y.  Z). 
Der  Fußpunkt  Q  (x,  y,  z)  des  Lotes  z/  ist  zu  ermitteln. 

Lösung:  Da  er  in  E  liegt,  erfüllen  seine  Koordinaten 
zunächst  die  Gleichung  von  E: 

ax  4-  hy  -\-  cz  -^  d  =  0. 
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Berechnet  man  die  Verliiiltnisse  der  lüchtungskosinus  des 

Lotes  einerseits  nach  6a).  andererseits  nach  IIa),  §  1,  so  folgt 

weiter:  ^  ,^  ,,  , 

X  —  A:</  —  1:2  —  Z=  a:b\c^ 

oder  nach  Einführung  des  Proportionalitätsfaktors: 

x=X-\-ka,     y  =  Y -\- kb,     z^Z-\-kc.  H) 

X  wird  durch  Einsetzen  in  die  (rleichung  der  Ebene  be- 
stimmt.    Man  erhält: 

_  aX^hY-\-cZ-{-d 

—  «2  _|_  62  _^  C2 

und  damit  nach  8)  die  Koordinaten  des  Fußpunktes  Q. 

Hieran  knüpft  sich  ein  dritter  Beweis  der  Formel  7)  bzw. 
7a),  da  nun  J  als  Entfernung  von  P  und  Q  nach  der  Grund- 
formel 10),  §  1  berechnet  werden  kann: 


z/  =  ^{x—Xy  +{y—  yy  +  (^  —  Z)2  =  +  A  .  Va2  -{-b^-\-  CK 
worauf  nach  Einsetzen  von  A  sofort  die  Formel  7  a)  wieder 
erhalten  wird,  freilich  ohne  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des 
Vorzeichens  von  z/. 

Die  Koordinaten  der  Ebene.  Was  in  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  die  beiden  Koordinaten  u  und  v  einer 
Geraden  (I,  §  11),  das  sind  im  Räume  die  drei  Koordinaten 
M,  V,  w  einer  Ebene  £",  nämlich  die  negativen  und  reziproken 
Werte  der  Abschnitte  auf  den  Achsen: 

Wie  dort,  so  rechtfertigt  sich  auch  hier  diese  Wahl  durch 
die  Rücksicht  auf  die  spezielle  Form  3),  welche  nun  die  Ge- 
stalt erhält:  ,  ,  ,    i         ^ 

ux  -\-  vy  ^  lüz  -\-  \  ^0.  10) 

Bemerkung:  Für  die  Richtungswinkel  «,  /3,  y  des  Lotes 
folgt  aus  6a)  sofort: 

cos  «  :  cos  /i  :  cos  y  z=  u:v:  iv.  11) 

Geht  die  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  so  werden  w,  v,  iv 
im  allgemeinen  unendlich  und  man  muß  sich  auf  ihre  Ver- 
hältnisse u:v:w  beschränken,  gerade  so  wie  bei  einem  un- 
endlich fernen  Punkt  auf  die  Verhältnisse  seiner  Koordi- 
naten. Die  unendlich  ferne  Ebene  aber  hat  die  Koordinaten 
M  =  0,  V  =  0.  tv  =  0. 
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Werden  t<,  t;,  w  als  veränderlich,  als  variabel,  angesehen,  so 
ändert  E  ihre  Lage  im  Räume.  E  dreht  sich  z.  B.  um  die  Schnitt- 
gerade mit  der  xy-Ehene,  v\renn  u  und  v  als  gegeben,  iv  als 
veränderlich  angesehen  werden.  Setzt  man  nur  eine  Koordinate, 
etwa  u  als  gegeben,  v  und  iv  als  veränderlich,  so  dreht  sich  E 
um  den  Schnittpunkt  mit  der  ar-Achse. 

Irgend  eine  Gleichung  ersten  Grades  endlich: 

Äu^Bv^  Cw-\-D  =  0,  12) 

bestimmt  ganz  allgemein  ein  Ebenenbündel  im  Raum,  d.  h. 
die  Gesamtheit  aller  Ebenen,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  hindurchgehen.  Denn  12)  kann  auch  so  geschrieben 
werden : 

■j^'U-\-^-v  + ^.10-^1=^0.  13) 

Dieser  Punkt,  das  Zentrum  des  Ebenenbündels,  hat  also 
nach  10)  die  Koordinaten: 

ABC 

(Ist  D  =  0,  so  liegt  das  Zentrum  unendlich  fern.  Das 
Bündel  enthält  dann  alle  Ebenen,  welche  eine  gegebene  Richtung 
enthalten.) 

Überhaupt  spielt  jetzt  die  Gleichung  10)  eine  Doppelrolle. 
Setzt  man  in  ihr,  wie  bisher,  «,  ^•,  k  als  gegeben,  .r,  (/i  z  als 
veränderlich  voraus,  so  stellt  sie  die  Gleichung  einer  Ebene 
vor,  d.  h.  sie  wird  für  alle  Punkte  erfüllt,  welche  in  dieser 
Ebene  liegen.  Setzt  man  aber  nun  umgekehrt  x,  y,  z  als 
gegeben  und  w,  v^  iv  als  veränderlich,  so  muß  sie  als  Gleichung 
eines  Punktes  angesehen  werden,  weil  sie  für  alle  Ebenen 
11,  V,  w  erfüllt  wird,  welche  durch  ihn  hindurchgehen.  Aber 
ganz  allgemein  aufgefaßt,  ist  10)  die  Bedingung,  daß 
der  Punkt  P(x,y^z)  auf  der  Ebene  E{u,v,w)  liege. 

Noch  allgemeiner  indessen  ist  die  Formel  7  a),  welche  hier 
lautet: 

^  ^  ux-\-vy^W2-\-l  ^^^ 

denn  sie  gibt  das  Lot  von  einem  beliebigen  Punkte  F{:c^y^z) 
auf  eine  beliebige  Ebene  E{u^i\tv). 
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Transformation  der  Ebenenkoordinaten.  Die  mit 
einem  Wechsel  des  Koordinatensystems  verbundene  Trans- 
formation der  Ebenenkoordinaten  leitet  man  am  einfachsten  auf 
folgende  Weise  ab: 

Es  seien  u,  v,  iv  die  Koordinaten  einer  Ebene  TJ,  also: 

UX  -\-  V  tj  -\-  IV 2  -\-  1  =0 
ihre  Gleichung.     Setzt  man  in  diese  die  Formeln  15),  55  3  für 
die  Transformation  der  Punktkoordinaten  ein  und  ordnet  nach 
x\  y',  z\  so  verwandelt  sie  sich  in: 

{a^u  4-  />i  V  +  c^\v)x'  -\-  (flfaW  -^h^v  -\-  C2iv)y'  -{-{a^ii  -f  b^v  -\-  c^w)  z' 
-\-{au  -\-  hv  4-  civ  -f-  1)  =  0. 
Bezeichnet  man  andererseits  mit  i/',  v\  w'  die  Koordinaten 
von  E  im  neuen  System,  so  muß  ihre  Gleichung  werden: 
u'x'  +  v'y'  -h  w'2'  +1  =  0. 
Daher,  nach  Vergleichung  mit  der  vorigen  Formel: 


u   = 


IV 


au  -\-bv  -\-  cw  ^  l^ 
a^u  +  bc^v  -{-  c^w 
•  u  -\-bv  -\-  CIO  -\-  1 
agW  -f-  b^v  -\-  CgW 


,  _    azU-\-  b2V-\-C2W  . 

au  -\-bv  -{-  CIO  -\-  1' 


au  -\-  bv  -f-  civ  -\-  1 

(Vgl.  I,  §11.) 

Wie  man  sieht,  sind  diese  Transfonnationen  auch  linear, 
aber  gebrochen  linear,  d.  h.  sie  werden  durch  Brüche  ge- 
liefert, deren  Zähler  und  deren  gemeinsamer  Nenner  vom  ersten 
Grade  sind.  Nur  wenn  a  =  6  =  c  =  0,  d.  h.  wenn  der  Anfangs- 
punkt beibehalten  worden  ist,  wird  der  Nenner  =  1  und  die 
Formeln  15)  geben   ganze,  homogene   und  lineare   Ausdrücke. 

Gleichungen  von  Flächen  in  Ebenenkoordinaten. 
Wie  vorhin  gezeigt,  stellt  eine  Gleichung  ersten  Grades  in 
Ebenenkoordiuaten : 

Äu^Bv-ir  Cw^D  =  0 
einen  Punkt  dar,  insofern  alle  Ebenen,  deren  Koordinaten  diese 
Gleichung  erfüllen,  und  nur  diese  allein,  durcli  ihn  hindurch- 
gehen.    Was  bedeutet  nun   aber  eine   beliebige  Gleichung 
in  Ebenenkoordinaten? 

F{u,v,w)  =  0.  16) 
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Daß  eine  solche  Gleichung  nichts  mehr  und  nichts  weniger 
als  die  Gesamtheit  aller  Ebenen  umfaßt,  deren  Koordinaten 
eben  diese  Gleichung  erfüllen,  ist  weiter  nichts  als  eine  Defi- 
nition. Die  Frage  aber  ist,  wie  man  sich  eine  solche  Gesamt- 
heit vorzustellen  habe. 

Sie  ist  „zweidimensional",  denn  man  wird  im  allgemeinen 
zwei  Koordinaten  u  und  v  willkürlich  wählen  und  iv  darauf 
durch  Einsetzen  in  16)  ermitteln  können.  Schwieriger  aber  ist 
der  Nachweis,  daß  sie  identisch  mit  der  Gesamtheit  aller 
Ebenen  ist,  welche  eine  mit  der  Gleichung  16)  mit- 
bestimmte, aber  erst  noch  zu  ermittelnde  Fläche 
berühren.  Auch  kann  er  nur  mit  Benutzung  der  Prinzipien 
der  Differential-  und  Integralrechnung  streng  geführt  werden. 

[Es  sei  u,  V,  10  irgend  eine  Ebene  E,  welche  der  Bedingung  16)  genügt, 
und  U,  V,  W  eine  zweite  solche,  die  aber  der  ersten  „unendlich  benach- 
bart" ist,  so  daß  die  Differenzen  l' — u,  V — v,  W—w  wie  üblich  mit 
du,  dv,  div  zu  bezeichnen  sind.     Differentiiert  man  aber  16),  so  folgt: 

-r-  '  du-]-  -K—  •  dv  -j-  -^—  •  div  =  0, 
du  dv  oiv 

d.  h.  ^  /  r) 

^  ^     du   ^  dv    ^   ^  ^     die 

oder,  wenn  zur  Abkürzung: 

dF  dF  dF        „ 

—  i<  •  ^ V  •  "5 W  .  -^—  =:  F-, 

,  ^     .   ,  du  dv  dw 

gesetzt  wird: 

du  dv  du-         ^ 

Diese  Gleichung  ist  in  bezug  auf  U,  V,  W  linear.  Man  kann  da- 
her nach  12)  sagen,  daß  alle  Ebenen  der  durch  eine  Gleichung  16)  bestimmten 
Gesamtheit,  welche  einer  unter  ihnen,  E,  unendlich  benachbart  sind,  durch 
einen  Punkt  P  (neben  den  Berührungspunkt  mit  der  Fläche)  hindurch- 
gehen, dessen  Koordinaten  nach  13)  und  14)  durch  die  Gleichungen 
gegeben  werden: 

_    1      ÖF         —  JL    ^        __L     ^  17\ 

^■"Fi'öw'    ^~i-\'dü'     '-F^'dw'  ''*' 

aus  denen  nach  Einsetzen  des  Wertes  von  F^  die  Identität : 

ux  -\- V y  -\- IV z  -\- \  =  0 

folgt  und  folgen  muß,  da  P  auf  E  liegt. 

"Werden  nun  aus  16)  und  17)  u,  v  und  ir  eliminiert,  so  bleibt  eine 
Endgleichung  in  .r,  y,  z  : 

(p  (^,  y,  ~0  =  0,  18) 

also  die  Gleichung    einer  Fläche   in  Punktkoordinaten,   welche  von   allen 
Ebenen,  die  der  Gleichung  16)  genügen,  berührt  wird. 
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let  aber  umgekehrt  eine  Fläche  durch  ihre  Gleichung  in  Punkt- 
koordinaten  gegeben : 

(p(x,y,s)=zO,  18) 

so  findet  man  ganz  ebenso  die  Koordinaten  der  zu  dem  Punkte  l'{x,}j,z) 
der  Fläche  zugehörenden  Berührungsebeue  E  («,  r,  «)  durch  die  ent- 
sprechenden Gleichungen : 

1       dw  1       dw  1      dw 

(Pi     ox  (pi     öy  9?!     Oz 

wo  (pi  die  Abkürzung  für: 

bedeutet.  "Werden  aus  diesen  Ausdrücken  und  der  Gleichung  (p  {x,y,z)  =  0 
nun  xy~  eliminiert,  so  bleibt  eine  Endgleichung  in  uviv: 

F{u,v,ic)  =  0,  16)' 

welche  alle  Berührungsebenen  umfaßt  und  somit  als  Gleichung  derselben 
Fläche  in  Ebenenkoordinaten  angesehen  weiden  kann.] 

Somit  hat  jetzt  jede  Fläche  im  allgemeinen  zwei  Arten 
von  Gleichungen,  nämlich  eine  Gleichung  in  Punktkoordinaten, 
als  analytischen  Ausdruck  für  alle  Punkte,  welche  auf  der 
Fläche  liegen,  und  eine  Gleichung  in  Ebenenkoordinaten,  als 
analytischen  Ausdruck  für  alle  Ebenen,  welche  die  Fläche 
berühren  oder  umhüllen. 

Zuweilen  kann  man  bei  Übergang  von  der  einen  zur 
anderen  Gleichung  die  Differeutialformeln  umgehen,  wie  z.  B. 
bei  einer  Kugel  oder  auch,  freilich  mit  größerem  Aufwand  von 
Rechnung,  bei  irgend  einer  anderen  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Es  sei  Jl  (a  b  c)  der  Mittelpunkt  und  r  der  Pvadius  einer 
Kugel,  also: 

<p  {x,y,z)  =  {x-  ay  -\-{y-  hf  +  (^  -  c^  -  r^  =  0   18a) 

ihre  Gleichung  in  Punktkoordinaten.  Hier  fällt  die 
Bedingung,  daß  eine  Ebene  E{u,v^iv)  die  Fläche  berühre,  mit 
der  Bedingung  zusammen,  daß  E  von  M  den  Abstand  r  habe. 
Dies  gibt  nach  7b)  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

au  4-hv  -\-  cw  -\-\ 

r  = =^ 

+  Vtia  +  t;2  +  tv^ 

oder  nach  Fortschaffung  des  Nenners  und  der  \Yurzel: 

F{u,v,tv)  =  {u^  -^  v^  +  ic^)  r^  —  {u  H  -^bv  -\-  cic  +  IY  =  0,     16  a) 

und  diese  Formel  ist  nichts  anderes,  als  die  Gleichung  der- 
selben Kugel  in  Ebenenkoordinaten. 
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Die  Kugel  hat  also  (wie  die  anderen  Flächen  zweiter 
Ordnung  auch)  in  Punkt-  und  in  Ebenenkoordinaten  Gleichungen 
von  demselben,  dem  zweiten  Grade.  Daß  diese  Überein- 
stimmung des  Grades  aber  nicht  verallgemeinert  werden  kann, 
geht  schon  daraus  hervor,  daß  die  Ebene  in  Punktkoordinaten 
eine  Gleichung  ersten  Grades,  in  Ebenenkoordinaten  aber  über- 
haupt keine  Gleichung,  sondern  nur  ihre  drei  Koordinaten  t<,  v,  w 
besitzt;  genau  wie  reziprok  der  Punkt  in  Punktkoordinaten 
keine  Gleichung,  sondern  seine  drei  Koordinaten  x,  y,  z  und 
in  Ebenenkoordinaten  eine  Gleichung  ersten  Grades  hat. 

Deshalb  unterscheidet  man  die  Ordnung  einer  Fläche, 
d.  h.  den  Grad  ihrer  Gleichung  in  Punktkoordinaten  von 
ihrer  Klasse,  d.  h.  dem  Grad  ihrer  Gleichung  in  Ebenen- 
koordinaten. So  ist  eine  Ebene  eine  Fläche  erster  Ord- 
nung und  nullter  Klasse,  der  Punkt  eine  Fläche  nullter 
Ordnung  und  erster  Klasse,  die  Kugel  aber  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

Natürlich  gibt  der  Begriff  der  Gleichung  einer  Fläche  in 
Ebenenkoordinaten  zu  Bemerkungen  Veranlassung,  die  den  in 
§  4  und  5  gemachten  entsprechen.  Da  sich  aber  später  (§  12) 
Gelegenheit  finden  wird,  die  wichtigsten  Grenzfälle,  nämlich 
die  „abwickelbaren"  Flächen,  mit  den  Spezialfällen  des  Kegels 
und  Zylinders  besonders  zu  behandeln,  so  mag  es  hier  mit 
der  ausführlichen  allgemeinen  Begründung  dieses  Begriffes 
genug  sein. 

Übungsaufgaben. 

1.  Eine  Ebene  gebt  durcb  Pq  (+ 1,  -f  L  —  1),  hat  von  Pg  (—4,  -|-  5,  +  8) 
den  Abstand  1  und  von  PgC-f  3,  +4,  +2)  den  Abstand  2.  Wie  lautet 
ihre  Gleichung? 

2.  Gegeben  drei  zueinander  windschiefe  Gerade  ?o?  ^i  und  Zo.  Durch 
den  Anfangspunkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  }^  in  P^,  /j  in  Pj,  \^  in  P2 
so  schneidet,  daß  die  drei  Dreiecke  0I\P.2,  OP3P0,  (U'qPi  zueinander 
ein  gegebenes  Verhältnis  ??o-"i-"2  haben*).  Die  Untersuchung  ist  so  weit 
zu  führen,  bis  das  Vorhandensein  einer  und  nur  einer  Lösung  erwiesen  ist. 

3.  Eine  Ebene  geht  durch  die  drei  Punkte  Pp  (a,  h,  c),  Pj  {b.  c,  a), 
P^(c,  a,  h).  Wie  lautet  die  Gleichung  der  durch  sie  gehenden  Ebene? 
Wie  liegen  die  drei  Punkte  in  dieser  Ebene? 

*)  Diese  Aufgabe  spielt  in  der  Astronomie  bei  der  Bestimmung 
einer  Bahn  aus  drei  Beobachtungen  eine  große  Rolle  (zweites  Keppler- 
sches  Gesetz). 
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ij8. 


Zwei  Kbeneii.  Ihr  Neigungswinkel  und  ihre  Schnittgerade. 
Das  Ebenenbüschel  und  die  drei  Elenientargebiide  erster 
Stufe.  Drei  Ebenen.  Jhr  Durchschnittspunkt.  Ebenen- 
bündel. Die  beiden  Elementargebilde  zweiter  Stufe.  Yier 
Ebenen.  Dedingung,  daß  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Aufgabe:  Gegeben  zwei  Ebenen  E^  und  E^  durch  ihre 
Gleichungen : 

Es  ist  der  (oder  vielmehr  es  sind  die)  Winkel  zu  bestimmen, 
unter  welchen  sie  sich  schneiden. 

Lösung.  Die  Richtungswinkel  cK^ß^y-^  und  dißiV'i.  ^^^ 
beiden  Lote  werden  nach  6),  §  7  ermittelt.  Der  Winkel  (p 
zwischen  den  Ebenen  ist  aber  gleich  dem  Winkel  (p  zwischen 
den  Loten.    Die  Formel  13),  §  1  gibt  daher  sofort: 

COSQP  =  —  ^  AJ^^_2_i     1   2  ^,  2 

+  V«i^  +  «»a^  +  ^1^  •  Va22  4- V  +  ^2^ 

Im  besonderen  folgt  daher  für  (p  =  90»,  cos  g)  =  0  der 
wichtige  Satz: 

Zwei  Ebenen  stehen  senkrecht  aufeinander,  wenn 
die  Gleichung  erfüllt  ist: 

«1^2  +  ^1^2  +  «^1^2  =  0.  2  a) 

Zur  Prüfung  dieser  Formel  kann  man  z.  B.  die  erste  Ebene 
mit  der  a:?/- Ebene  zusammenfallen  lassen.  Es  wird  dann 
^1  =  6i  =  0,  da  ihre  Gleichung  ist:  z  =  Q.  Die  Bedingung  2a) 
gibt  dann,  da  c^  nicht  verschwindet,  ^2  =  0,  und  in  der  Tat 
steht  eine  Ebene  auf  der  a://- Ebene  senkrecht,  wenn  in  ihrer 
Gleichung  die  Koordinate  z  nicht  vorkommt. 

Aufgabe:  Gegeben  zwei  Ebenen  durch  ihre  Gleichungen  1). 
Es  ist  ihre  Schnittgerade  l  zu  ermitteln. 

Lösung.  Man  wende  nach  §6  die  Methode  der  Projek- 
tionen an,  eliminiere  also  aus  1)  der  Pteihe  nach  rc,  dann  y'- 
dann  z  durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen  mit 
—  «2  und  «1,  bzw.  — ^2  uiicl  ^i  ocler  — c^  und  Cy  und  Addition. 

6 
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Werden  zur  kürzeren  Schreibweise  die  Bezeichnungen  ein- 
geführt: 

[h  c)  =  h^  Ca  —  Cj  62,    {ca)  =  Cj  a^  —  «i  c^,    {a h)  =  a^  ho  —  b^  a^, 
(ad)=  cij^d^  —  diCi^,  {bd)=  1)1^2  —  ^^1^21   {cd)  =  Cy^d^  —  ^/jCo, 
und  setzt  man  fest,  daß  {ch)  =  — (hc)  usw.,  so   erhalten  die 
Gleichungen  der  Projektionen  die  übersichtliche  Gestalt: 

{ba)y  -\-  {ca)s  +  {da)  =  0, 

{cb)z  -\-  {ab)x  +  {db)  =  0,  3a) 

{ac)xAr{bc)y  -^{dc)  =0, 
aus  denen  man  nach  Belieben  zwei  herausgreifen  kann.  Der 
Vollständigkeit  wegen  möge  auch  noch  die  durch  den  Anfangs- 
punkt gehende  projizierende  Ebene  hinzugefügt  werden,  die  aus  1) 
durch  Elimination  des  konstanten  Gliedes  entsteht.  Sie  wird: 
{ad)x  +  {bd)y  +  {cd)z  =  0.  3b) 

Die  vier  Gleichungen  3a)  und  3  b)  enthalten,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  nur  die  sechs  Verbindungen  3)  als  Koeffizienten. 
Auch  bestimmen  je  zwei  von  ihnen  die  Gerade.  Die  beiden 
anderen  müssen  daher  aus  ihnen  folgen,  so  z.  B.  die  dritte 
von  3a)  aus  den  beiden  ersten  durch  Elimination  von  ^.  Diese 
Elimination  führt  aber  sofort  zu  dem  Ergebnis: 

—  (ab)  {ca)x  +  (ba)  {cb)y  +  [{da)  {cb)  —  {db)  {ca)]  =  0, 
oder    nach    Division    durch    {ab)^    wenn    man    bedenkt,    daß 
(bd)  =  —  (ab)  usw. 

(ac).  +  (ic),  -  (MM+^(-)  =  0. 

Dies  muß  die  dritte  der  Gleichungen  3a)  sein.  Die  Koeffi- 
zienfen  von  x  und  y  stimmen  schon  unmittelbar  überein.  Die 
Vergleicbung  der  Konstanten  aber  gibt  die  folgende,  sehr 
merkwürdige  und  eigenartige  Beziehung  zwischen  den 
sechs  Koeffizienten  3): 

{da)  {bc)  +  {db)  (ca)  +  (de)  {ab)  =  0,  4) 

deren  Richtigkeit  man  hinterher  leicht  durch  Einsetzen  der 
Ausdrücke  3)  und  Auflösen  der  Klammern  bestätigt.  Und  wie 
man  auch  aus  zwei  der  Gleichungen  3a)  und  3b)  eine  dritte 
abzuleiten  versucht,  immer  wird  man  diese  Identität  wieder 
finden.  Sie  ist  auch  die  einzige,  welche  die  sechs  Größen  3) 
miteinander  verknüpft,  solange  man  die  acht  Koeffizienten  in  1> 
ganz  willkürlich  annimmt. 
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Handelt  es  sich  nur  um  die  Richtung  aßy  von  l  im  Raum, 
so  werden  nur  die  drei  ersten  der  Größen  3)  gehrauclit.  Denn 
da  diese  Richtung  zu  den  Loten  auf  ii/\  und  E^  senkrecht 
steht  und  deren  Richtungen  nach  6),  §  7  bestimmt  werden,  so 
gibt  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  (15,  §  1): 

(ij  cos  K  -\-  hl  cos  ß  -\-  Ci  cos  y  =  0, 

«2  cos  a  -\-  b^  cos  ß  '\-  C2  cos  y  =  0, 

cosu:  cos,  ß:  cos y  =  {bc):{ca):  (ah).  5) 


Das  Ebenenbüschel.  Sind  Ui  =  0  und  U2  =  0  die 
Gleichungen  irgend  zweier  Ebenen  E^  und  -Eg,  so  stellt  offen- 
bar jede  Gleichung,  die  aus  ihnen  durch  lineare  Verbindung 
entstanden  ist,  also  jede  Gleichung  von  der  Form: 

Ui-\-  X  L'2  =  0,    oder  auch :    X^  L\  -\- l^U^  =  0,  6) 

eine  dritte  Ebene  E  dar,  welche  durch  die  Schnittgerade  l 
von  E^  und  E^  hindurchgeht  (vgl.  I,  §10).  Denn  für  jeden 
Punkt  von  /  sind  die  beiden  Gleichungen  1),  also  auch  die 
Gleichung  6)  erfüllt. 


Für  A  =  0  fällt  E  mit  E^^  für  A  =  00  oder  —  1=  0  mit  E, 


k 


'2 


zusammen.  Variiert  man  X  von  —  00  bis  -|-  °°i  so  dreht  sieh 
E  um  l  und  beschreibt  ein  Ebenenbüschel,  d.  h.  die  Ge- 
samtheit aller  Ebenen,  welche  durch  ein  und  dieselbe  Gerade, 
die  Achse  des  Büschels,  gehen.     Daher: 

Die  Gleichung  6),  in  welcher  U^  und  TJ^  nach  1) 
irgend  zwei  Ausdrücke  ersten  Grades  in  xyz  sind,  ist 
der  analytische  Ausdruck  für  ein  Ebenenbüschel. 

Setzt  man  L\  und  U.,  in  der  Hess  eschen  Normalform  vor- 
aus, so  ist  X  gleich  dem  positiven  oder  negativen  Verhältnis 
der  beiden  Lote,  die  man  von  irgend  einem  in  E  liegenden 
Punkte  auf  E-^^  und  E^  fällen  kann,  da  aus  6)  folgt: 

X  ist  also  in  diesem  Falle  auch  gleich  dem  einfachen  Sinus- 
verhältnis der  beiden  Winkel,  in  welche  der  Winkel  zwischen 
E^  und  E2  durch  E  geteilt  wird  (vgl.  I,  §  10).  Setzt  man  aber 
Ui  und  Ü2  in  der  Form  10),  §  7  voraus: 


84  §  8.     Zwei  und  mehr  Ebenen. 

SO  hat  man  noch  Ui  -\-  ^V^  durch  l  -\-  ?.  zu  dividieren,  um  die 
Gleichung  von  E  in  dieselbe  Form  zu  bringen.     D.  h.: 

Sind  Ei(UiVj^iVi),  E.2{u2'>^2'iV2)  gegeben,  so  werden  die 
Koordinaten  irgend  einer  durch  ihre  Schnittgerade  / 
gehenden  Ebene  E(iiviv)  mittels  der  Formeln  be- 
stimmt: 

die,  wie  man-  sieht,  ganz  den  Formeln  6),  §  2  für  alle  Punkte 
entsprechen,  welche  in  der  Verbindungslinie  zweier  gegebener 
Punkte  liegen.     (Vgl.  auch  I,  §  10.) 

Bemerkung:  Das  Ebenenbüschel  wird  durch  eine  beliebige, 
nicht  durch  seine  Achse  gehende  Ebene  in  einem  zu  ihm  Per- 
spektiven Strahlenbüschel  geschnitten.  Schneidet  man  dasselbe 
Ebenenbüschel  durch  eine  zweite  solche  Ebene,  so  sind  die 
beiden  so  entstandenen  Strahlenbüschel  auch  aufeinander  per- 
spektivisch bezogen,  da  je  zwei  entsprechende  Strahlen  sich 
in  einem  Punkte  der  Schnittgeraden  der  beiden  Ebenen 
schneiden.  Man  kann  daher  das  Doppelverhältnis  von  irgend 
vier  Ebenen  des  Büschels  definieren  als  das  Doppelverhältnis 
der  vier  zugehörigen  Strahlen  eines  beliebigen  zum  Büschel 
Perspektiven  Strahlenbüschels  und  so  diesen  Fundamental- 
begriff, der  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  aus- 
führlich erläutert  worden  war,  sofort  auf  das  Ebenenbüschel 
übertragen. 

Die  Elementargebilde  erster  Stufe.  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  sind  die  wahren  Elemente  in  der  räumlichen 
Geometrie,  und  daher  sind  die  geradlinige  Punktreihe  als 
stetige  und  „eindimensionale"  Folge  von  Punkten,  welche  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  das  Ebenenbüschel  als  stetige  und 
eindimensionale  Folge  von  Ebenen,  welche  durch  eine  gerade 
Linie  gehen,  und  das  Strahlenbüschel  als  stetige  und  ein- 
dimensionale Folge  von  Geraden,  welche  sowohl  in  einer  Ebene 
liegen,  als  auch  durch  einen  (in  dieser  Ebene  gelegeneu)  Punkt 
gehen,  die  einfachsten,  aus  Elementen  zusammengesetzten  Ge- 
bilde. Man  nennt  sie  die  drei  Elementargebilde  erster 
Stufe;  deswegen  erster,  weil  jedes  Element  durch  eine 
einzige  Angabe  (bei  der  Punktreihe  Abstand  von  einem 
beliebig   herausgegriffenen    Punkt,   bei    Ebenenbüschel  AVinkel 
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mit  einer  beliebig  lierausgegrifl'cnen  Ebene,  bei  Stnihlen- 
l)iischel  Winkel  mit  einem  beliel)ig  herausgegriffenen  Stralil) 
bestimmt  ist.  Auch  ist  (nach  I,  §  o)  sofort  klar,  daß  man 
irgend  zwei  solche  Gebilde,  ob  sie  von  derselben  Art  sind 
oder  nicht,  so  i)rojektivisch  aufeinander  beziehen  kann,  daß 
irgend  drei  Elementen  des  einen  irgend  drei  Elemente  des 
anderen  entsprechen. 

Gegeben  seien  drei  Ebenen  J?i,  JEg,  L\: 

Ui  ^  a^x  -\-  b^y  -\-  Ci^  -\-  dl  =  0, 

Tg  =  a^x  +  bsij  -\-  CsZ  -f  (/a  =  0. 

Sie  schneiden  sich  im  allgemeinen  in  einem  Punkte,  dessen 
Koordinaten  aus  8)  durch  Auflösung  nach  x,  i/,  g  als  Aus- 
drücke mit  demselben  Nenner  (in  Determinautenform)  gefunden 
werden  (I,  §  20).  Ist  dieser  gleich  0,  so  sind  x,  y,  z  im  all- 
gemeinen unendlich,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  drei 
Schnittlinien  je  zweier  Ebenen  parallel  sind  und  also  einen 
prismatischen  Raum  als  Kanten  begrenzen.  In  solch  einem 
Falle  muß  man  sich  darauf  beschränken,  die  Verhältnisse  x'.y.z 
durch  Berechnung  der  Zähler  (die  ja  auch  Determinanten  sind), 
d.  h.  die  Dichtung  festzustellen,  in  welcher  der  unendlich  ferne 
Punkt  liegt. 

Wenn  aber  auch  noch  diese  drei  Zähler  gleich  0  sind,  so 
werden  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  unbestimmt.  Die 
drei  Gleichungen  8)  stehen  in  einer  Abhängigkeit  voneinander 
und  jede  ist  eine  Folge  der  beiden  anderen.  Es  existiert  dann 
also  eine  Identität: 

d.  h,  E^  gehört  dem  durch  i\  und  E^  bestimmten  Ebenen- 
büschel an,  und  die  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden. 

Nach  Ausschluß  dieses  Falles  stellt  auch  jede  durch 
lineare  Verbindung  der  drei  Gleichungen  8)  hergestellte 
Gleichung : 

eine  durch  den  Durchschnittspunkt  gehende  Ebene  E  vor,  und 
zwar,  wenn  A^ :  Ao :  A3  beliebig  variiert  wird,  jede  solche  Ebene, 
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Denn  zunächst  geht  E  sicherlich  durch   den  Schnittpunkt,   da 

für  diesen  C/j  =:  0,    Ü2  =  0,    U3  =  0,  also  auch   U  =  0,  was 

man  auch  für  Aj,  /Lg,  A3  setzen  mag.    Und  umgekehrt  kann  die 

Gleichung  jeder   durch   ihn    gehenden   Ebene    nach   passender 

Wahl  von  AirAgiAg   in   die  Form  9)  gebracht  werden,   da  man 

A       ? 
zwei  Parameter,  etwa  j^,     ^,    zur  Verfügung   hat   und   daher 

die  Bedingung  stellen  darf,  daß  die  durch  Ü)  gegebene  Ebene 
noch  durch  irgend  zwei  andere  Punkte  im  Piaume  gehe,  welche 
mit  dem  Schnittpunkt  zusammen  irgend  eine  durch  den  letz- 
teren gehende  Ebene  bestimmen.     Daher: 

Sind  f/i,  U2,  U3  irgend  dreivoneinander  unab- 
hängige lineare  Ausdrücke,  so  stellt  die  Gleichung: 

Z7=  Aif/i-f-Agf/g  +  AgC/s  =  0  9) 

ein  Ebenenbündel,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  Ebenen 
vor,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Werden  C/j,  C/j»  U3  in  der  Form  10),  §  7  vorausgesetzt  und 
soll  U  dieselbe  Form  erhalten,  so  ist  noch  durch  Aj  -j- Ao -}-  ^-3 
zu  dividieren.     Also: 

Die  drei  Ausdrücke: 

Aj  Hl  -\-  Ag  U2  -\-  A3  «3 


tv 


Ai  4"  A2  -h  A3 
Ai  Vi  +  A2  t^a  +  h  ^'3 

liWi-\-  Aa  t^'a  +  A3  i6'3 


10) 


A]  ~l~  Aj  4"  A3 

sind,  wenn  Aj,  Aj,  A3  beliebig  angenommen  werden,  die 
Koordinaten  irgend  einer  Ebene  des  durch  die  drei 
Ebenen: 

El  (Wi,  t'i,  Wi),     E^  (hj,  V2,  n'a),     E2  («3,  ^3,  W3) 

bestimmten  Ebenenbündels.     [Vgl-  10),  vi  2.] 

Ein  Punkt  im  Raum  bestimmt  nicht  allein  ein  Ebenen - 
bündel,  sondern  auch  ein  Strahlenbündel,  d.  h.  die  Ge- 
samtheit aller  durch  ihn  gehenden  Geraden.  Beide  zusammen 
nennt  man  auch  kurz  das  zu  diesem  Punkt  als  Zentrum  zu- 
gehörige Bündel.  Es  ist  ein  Elementargebilde  zweiter 
Stufe,  genau  so  wie  das  ebene  System,  als  der  Inbegriff 
aller  in  einer  Ebene  liegenden  Punkte  und  geraden  Linien. 
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Selbstverstäiidlicli  kann  die  Theorie  der  kollinearen  und 
rezii)roken  Verwandtschaft  auch  auf  Bündel  übertragen 
werden  (I,  §  2G).  Insbesondere  ist  zu  erwähnen  erstens  die 
perspektivische  Laf^e  eines  Bündels  /u  einem  ebenen  System,  in 
welcher  jeder  Punkt  des  letzteren  auf  dem  zugeordneten  Strahl 
des  ersteren  liegt,  und  zweitens  die  polare  Beziehung  eines 
Bündels  auf  sich  sell)st.  Unter  dieser  ist  wieder  die  der  An- 
schauung am  unmittelbarsten  zugängliche  und  seit  alters  her 
erkannte  Polarität  hervorzuheben  —  von  der  auch  diese  Art 
Verwandtschaft  den  Namen  entlehnt  hat  — ,  welche  in  der  Zu- 
ordnung jeder  Ebene  zu  dem  auf  ihr  im  Zentrum  des  Bündels 
errichteten  Lot  besteht.  Schneidet  man  dann  das  Bündel  durch 
eine  Kugel  um  das  Zentrum  als  Mittelpunkt,  so  wird  die  Ebene 
in  einem  größten  Kreis  und  die  Gerade  in  zwei  gegenüber- 
liegenden Punkten,  den  Polen  dieses  Kreises  geschnitten  (z.  B. 
auf  der  Erdkugel  Äquator  und  Nord-  und  Südpol). 

Es  seien  vier  Ebenen:  E^,  JS'g,  E^,  E^  durch  ihre  Glei- 
chungen gegeben: 

Sie  werden  im  allgemeinen  ein  Tetraeder  einschließen,  es 
sei  denn,  daß  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Be- 
dingung für  diesen  Ausnahmefall  kann  man  durch  Berechnung 
des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen  und  Einsetzen  in  die  Glei- 
chung der  vierten  Ebene  auffinden.  Sie  wird  nach  I,  §  20 
durch  das  Nullsetzen  der  Determinante  aus  den  16  Koeffizienten 
gebildet.  In  diesem  Falle  muß  auch  eine  Identität  von  der  Form: 

nachweisbar  sein,  da  dieselbe  aussagt,  daß  Ei  zu  dem  durch 
ii\,  E2  und  is'g  bestimmten  Ebenenbündel  gehört. 

Im  allgemeinen  aber  wird  es  eine  solche  Identität  nicht 
geben.  Dann  kann  jeder  irgendwie  gegebene  lineare  Ausdruck 
auf  die  Form: 

gebracht  werden,  weil  nun  genügend  viele  und  voneinander 
unabhängige  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  ?.  vorhanden 
sind.     Daher  auch: 

Man  kann  die  Gleichung  jeder  Ebene  im  Räume 
durch   lineare   Verbindung    der   vier   Gleichungen    von 
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irgend  vier  nicht  in  einem  Punkt  zusammentreffenden 
Ebenen  herstellen. 

Und  daraus  endlich: 

Zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  fünf 
beliebigen  Ebenen  im  Ilaum  ist  immer  eine  Identität  von  der 
Form  vorhanden: 

K  l\  +  K  U2  +  A3  f/3  +  K  l\  +  h  ^5  =  0.  11) 


Aus  den  Entwickelungen  der  letzten  beiden  Paragraphen 
geht  klar  hervor,  daß  sich  im  Piaume  Ebene  und  Punkt 
reziprok  gegenüberstehen,  genau  wie  im  ebenen  System 
Punkt  und  Gerade  und  im  Bündel  Ebene  und  Gerade.  Den 
analytischen  Ausdruck  für  diese  Dualität  hat  man  in  der 
Festsetzung  der  drei  Koordinaten  i<,  v,  iv  der  Ebene  anzusehen, 
die  auch  sofort  bezeugt,  daß  die  Gesamtheit  aller  Ebenen  im 
Räume  dreifach  unendlich  ist,  wie  die  Gesamtheit  aller  Punkte. 

Eigenartig  verhält  sich  bei  dieser  Reziprozität  die  gerade 
Linie,  insofern  ihr  wieder  die  gerade  Linie  reziprok  gegen- 
übersteht, aber  der  geraden  Linie  als  Träger  einer  Punktreihe 
die  gerade  Linie  als  Achse  eines  Ebenenbüschels  und  umgekehrt. 
Auch  bei  der  Zusammenstellung  der  Elemente  zu  Elementar- 
gebilden zeigt  die  Gerade  einen  besonderen  Charakter.  Denn 
während  zwei  Ebenen  immer  ein  Ebenenbüschel  und  zwei 
Punkte  immer  eine  geradlinige  Puuktreibe  bestimmen,  ist  die 
Sachlage  bei  zwei  Geraden  eine  ganz  andere.  Solange  sie  zu- 
einander beliebig,  d.  h.  im  allgemeinen  windschief  gelegen  sind, 
und  man  also  nicht  voraussetzen  darf,  daß  sie  sieh  in  einem 
Punkte  schneiden  oder,  was  dasselbe  ist,  daß  sie  in  ein  und 
derselben  Ebene  liegen,  solange  lassen  sie  sich  nicht  zu 
einem  Strahlenbüschel  verknüpfen,  sondern  bleiben  ohne  jede 
Verbindung  und  gesondert. 

Übnngsnufgabeii. 

1.  Gegeben  die  Ebenen: 

F(^:  4a;  +  3^  — 5^  +  16  =  0,     E^:  —  3x  +  2  (/ +  4  -  —  7  =  0, 
i\:  .x-f  42/-2.--f  5  =  0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Ebenen  zu  ermitteln,  von  denen  jede  durel» 
die  Schnittgerade  zweier  der  drei  Ebenen  /t,,,  7',\,  i'o  geht  und  auf  der 
dritten  senkrecht  steht.  Nachzuweisen,  daß  sie  sich  in  einer  Geraden 
schneiden. 
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2,  Gegeben  Ji'n,  £"1,  i'a  ^^i*^  i°  !)•     Außerdem: 

E^:  X -\- y -\- z  -  5  =  0,     J.'^:  -  2  .^  +  5  »/  -  3  :  +  7  =  0. 
Gesucht  die  Gleichungen  derjenigen  (10)  Ebenen,  welclie  durch  den 
Durchschnittspunkt  dreier,  z.  B.  V'.',, I'.\  /'^  und  durch  die  Schnittlinie  vun 
i's  und  L\  gehen. 

3.  Gegeben  irgend  vier  lineare  Ausdrücke: 

Tg  =  «gx-f-^aiz  +  cg;  -l-c/g,     J\  =  0 ^x -\- l^y -\- c^s  ^  (I ^. 
Man  bilde  aus  ihnen  noch  die  acht  Kombinationen: 

2V,=      l\J^r,-U,-^I\,    2   l\=U,-]-U,-^U,-U„ 
2W,=      l\-\-U,  +  l',  +  r,,    2W^=l\-\-U,-U,~U,, 
2W,=      U,-U^-^U,-I\,    2W^=U,~I\-U,-\-U, 
und  stelle  die  12  Ebenen  in  drei  Gruppen  zusammen: 

I\   =    0,         l\    =   0,         Tg   =   0,         l\    =    0, 

Fl  =  0,       V^  =  0,       Fg  =  0,       F,  =  0, 
IFi  =  0,     IFa  =  0,      IFg  z=  0,     11',  =  0. 

Dann  geht  durch  die  Schnittlinie  einer  beliebigen  Ebene  U  ^  0  mit 
einer  beliebigen  Ebene  F  r=  0  auch  eine  Ebene  W  =  0;  Solcher 
Schnittgeraden  gibt  es  16.  Sie  schneiden  sich  in  12  Punkten,  die  zu  er- 
mitteln sind.  Letztere  zerfallen  auch  in  drei  Gruppen  zu  je  vier*).  Zum 
Schluß  beweise  man  die  Identität: 

^1   •    n   •    V,   •    F,+   W,   .    W,   .    IFg  .    W,-   l\    .    l\  .    Tg  .    I\    =    0. 


§9. 

Die  analytische  Behandlung  der  Geraden. 

Ihre  vier  Koordinaten.     Gerade  und  Punkt.     Gerade  und 

Ebene.     Zwei  Gerade.    Ihr  kürzester  Abstand. 

Der  geraden  Linie  als  einem  selbständigen  Raumelement 
kommt  eine  eingehende  analytische  Darstellung  zu,  deren 
Grundzüge  allerdings  schon  in  früheren  Paragraphen  enthalten 
sind.     Es  ist  angemessen,  sie  hier  zusammenzustellen. 

1.  Wenn  zwei  Punkte  Pq  (Xoyo  ^o),  A  {■"'i  ih  ^i)  der  Geraden  l 
gegeben  sind,  so  liefern  die  Formeln: 

_  Xq  —  Xx^  _  i/o  — A</i  _  Zo~X0, 

^—     i_A    '     ^—     1-A    '     '—     1-A 
oder: 

X  =  Xo+^  (x,  —  Xo),     y=ijo-{-  « (i/i  —  yo%    ^  =  ^0  +  >"  (^1  —  ^"o) 
jeden  Punkt  von  7.    [Siehe  §  2,  6)  und  7),  S.  22.] 

*)  Diese  Konfiguration  von  12  Ebenen,  12  Punkten  und  16  Geraden 
heißt  eine  Figur  von  Reye. 
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2.  Die  Formeln: 

X  =  Xo-\-  r  cos  «,  y  =  ijfy  -{-  r  cos  /3,  ^  =  ^(,  -[-  r  cos  y 
sind  die  gegebene  Parameterdarstellung  für  den  Fall,  daß  ein 
Punkt  Poi^oyo^o)  Tind  eine  ihrer  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  bekannt  sind.  Hier  bedeutet  r  den  Abstand  von 
Po  mit  dem  Zeichen  -|-  oder  — ,  je  nachdem  der  betreffende 
Punkt  von  Pq  aus  in  der  Richtung  a  ßy  oder  in  der  entgegen- 
gesetzten liegt.     [Siehe  §  2,  9),  S.  22.] 

3.  Die  Formeln: 


1  +  A 


u  = 
oder  auch: 


1  +  A 


lü  = 


ergeben  jede  durch  die  Gerade  gehende  Ebene  PJ  (uviv\  wenn 
zwei  solche  Eq  (^<o  "^'o  ^i^o)  und  E^  («^  t'i  tr,)  bekannt  sind.  (Siehe 
§8,  S.84.) 

4.  Am  bequemsten  ist  in  der  Regel  die  Darstellung  der 
Geraden  durch  zwei  ihrer  drei  Projektionen,  etwa  auf  die  xy- 
und  a;^-Ebene.     In  expliziter  Form  erhält  man  so: 

z  =z  ex  -\-  d. 

Die  erste  Gleichung  gibt  die 
Projektion  IHC\  die  zweite  (tBF 
(Fig.  12).  Die  vier  Koeffizienten 
o,  6,  c,  d  haben  (nach  I,  §  9)  sehr 
einfache  Bedeutung.  Denn  h  ist 
das  Stück  01^  welches  die  erste 
Projektion  auf  der  ?/- Achse  (in 
Fig.  12  negativ),  d  das  Stück  OF, 
welches  die  zweite  Projektion  auf 
der  ^--Achse  abschneidet.  Ferner 
ist: 

^  rt  =  tg  qp,     c  =  tg  i\ 
(Richtungskoeffizienten    der   Pro- 
jektionen mit  4-  a'-Achse  als  An- 
^'S- 12-  fangsrichtung.) 

Man  sieht  also,  daß  erstens  die  Koeffizienten  a,  6,  c,  d 
durchaus  unabhängig  voneinander  sind,  daß  zweitens  jeder  von 
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ihnen  jeden  beliebigen  ^Yert  haben  kann  und  daß  drittens 
ihnen  ganz  bestimmte  einfache  geometrische  Jiedeutungen  zu- 
kommen. Die  Gerade  ist  durch  ilire  Angabe  vollständig 
festgelegt  und  deswegen  nennt  man  auch: 

a,     6,     c,     d  2) 

die  vier  Koordinaten  der  Geraden  ?. 

Bemerkung:  Die  Punkte  im  Raum  bilden  eine  dreifach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  und  die  Ebenen  gleichfalls.  Die 
Geraden  im  Räume  bilden  eine  vierfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit,  denn  eine  jede  hat  vier  voneinander 
unabhängige-  Koordinaten.  Dies  ist  für  die  Theorie  der  Ge- 
raden von  der  höchsten  Bedeutung  und  rechtfertigt  "vom  ana- 
lytischen Standpunkt  ihre  zum  Schluß  des  vorigen  Paragraphen 
erwähnte  Eigenart  gegenüber  den  anderen  Raumelementen, 
Punkt  und  Ebene. 

Kommt  die  dritte  Projektion  DE Ä  in  Frage,  so  eliminiere 
man  aus  1)  die  Koordinate  x.    Es  folgt: 

cy  —  ais  —  (bc  —  ad)  =  0.  la) 

Es  ist  zuweilen  sehr  nützlich,  sie  zu  den  Gleichungen  1)' 
hinzuzufügen,  trotzdem  sie  nur  eine  Folge  von  ihnen  ist.  Auch 
pflegt  man  die  neue  Konstante  {bc  —  ad)  als  fünfte  Koordi- 

°^*^  ^                               e  =  bc-ad  2a) 

zu  den  vier  Koordinaten  a,  6,  c,  d  hinzuzunehmen,  um  eben 
auch  der  dritten  Projektion  gerecht  zu  werden. 

Als   vierte    besondere   Ebene    durch  l   verdient  noch   die 

durch  0  Erwähnung,  welche  nach  Einführung  von  c  die  Glei- 
chung erhält: 

ex-\-dy  —  bz  ^=  0.  Ib) 


Aufgabe  1.  Gegebenauf  Z  zwei  Punkte  Po  (Ä'oyo'i'o)?^i('^i  ^i^O- 
Gesucht  die  Koordinaten  a,  6,  c,  d  (und  e)  von  7. 

Lösung:  Man  setze  erst  Po,  dann  Pj  in  1)  ein  und  er- 
mittele darauf  a,  6,  c,  d.     Es  folgt: 


Vi  —  yo      ^  _  ^1  —  ^0      r  _  ^iPo  —  yiXo 

^-lf^^::^l^(e  =  bc-ad  =  '^^^^=^^^) 
x^      Xq      \  Xi  —  a^o    / 


3) 
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[Der  aus  «,  6,  c,  cZ  abgeleitete  Wert  für  e  hatte  zunächst 
den  Nenner  {x-^^  —  Xf^Y  und  bedurfte  noch  einer  Umformung 
des  Zählers.]  Die  Koordinaten  werden  nach  3)  unendlich,  wenn 
iCj  =  iCo,  d.  h.  wenn  Z  auf  der  ir- Achse  senkrecht.  Man  muß 
dann  mit  den  Achsen  tauschen.  Die  Formein  3)  ermöglichen 
sofort  die  Feststellung  der  Richtungswinkel  von  7  durch 
die  Koordinaten.     Denn  es  ist  nach  11  a),  §  1 : 

cos a  : cos /3 :  cos y  =.  x-^  —  ^o  =  2/i  —  V^^'-^x  —  z^^=  \\a\c.    3a) 

Aufgabe  IL      Gegeben   zwei    durch   l   gehende   Ebenen 

^0  (wq^^o^'^o)»  ^1  (mj  Vit(;i).    Gesucht  die  vier  Koordinaten  a,  &,  c,  d 

von  l. 

Lösung:  Die  Gleichungen  von  ^o  und  ^^  sind  nach  10),  §  7: 
Mq^  +  '^0?/  +  ^''o^  -1-1  =  0;     ti^x  -\-  i\y  -j-  "«^i ^  -h  1  =  0 

und   aus   ihnen   müssen    die  Gleichungen   1)   durch   Auflösung 

nach  y  und  z  entstehen.     So  ergibt  sich: 


tioVi  —  VoU^      fZ  =  4-       ^1  —  ^0  4) 

Vq  ^t'i    —  2('o  Vy  '  Vo  H'i  —  ICq  Üj  '  ' 


^<i  —  ^^0       \ 
VoWi  —  WqvJ 


Aufgabe  III.  Gegeben  7(a,  &,  c,  (Z).  Zu  berechnen  ihre 
drei  „Spuren",  d.  h.  die  Schnittpunkte  Ä,  B,  C  mit  den  Koordi- 
natenebenen. 

Lösung:  Man  setze  in  1)  nacheinander  x  =  0,  y  :^  0, 
^  =  0  und  erhält: 

AiO,+b,+d),    B{-l,0,^iy     c(-^.+^,0). 

Aufgabe  IV.  Gegeben  l{a,b,c,d)  und  ein  beliebiger 
Punkt  ^(^o//o^o)  ini  Raum.  Gesucht  1.  Gleichung  oder  Koordi- 
naten der  Ebene  E  durch  l  und  Q,  2.  Gleichung  der  Ebene 
durch  Q  senkrecht  auf  /,  3.  Abstand  z/  zwischen  Q  und  1. 
4.  Richtungswinkel  von  z/. 

Lösung:  1.  Da  E  durch  l  gehen  soll,  muß  ihre  Gleichung 
eine  lineare  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  1),  also  von 
der  Form  sein: 

(ij  —  a  X  —  b)  -\-  X{z  —  ex  —  d)  =  0. 
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Sie  soll  aber  auch  durch  (^>  gehen.  Man  setze  seine 
Koordinaten  ein  und  bestimme  so  A.  Die  (Jleichung  von  E 
wird  darauf: 

{y  -ax  -h){zQ-  cxo-d)-  {iJQ-  ax^-h){z  -  ex  -  d)  =  0     5) 
oder  nach  Auflösung  der  Klammern  und  Einführung  von  e\ 
X (—  azo  -\-  cik  —  e)-\-ij{Zo  —  cxo  —  d) -^  z  (—  ?/«  +  «a^o  +  ^)  5^. 
-\-{cXo-j-dyo  —  ^^o)  =  ^^ 

Man  beachte,  wie  in  5  a)  alle  vier  in  1),  la)  und  Ib)  ent- 
haltenen linearen  Ausdrücke  als  Koeffizienten  vorkommen, 
nachdem  in  ihnen  der  Tunkt  C>  (.To,  ^oi  ■^0)  eingesetzt  worden  ist. 
Sie  werden  =  0,  wenn  Q  auf  l  liegt,  wie  es  sein  muß,  da 
dann  E  unbestimmt  wird. 

2.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  auf  7,  deren  Richtungs- 
kosiuus  nach  oa)  bestimmt  werden,  senkrecht  steht,  hat  nach 
der  Formel  6a),  §  7  die  Gestalt: 

X  -]-  ay  -\-  cz  -{-h  =  0. 
Soll    die  Ebene   außerdem   durch    Q  gehen,   so   ermittele 
man  h  durch  Einsetzen.     Man  erhält  die  Endgleichung: 

{x  —  Xo)-}-a(y  —  yo)  +  b{z  —  Zo)  =  0.  6) 

3.  Für  den  Abstand  z/  eines  beliebigen  Punktes  Q{xQyoZo) 
von  einer  beliebigen  Geraden  7  ist  bereits  in  21),  §  1  eine 
Formel  gefunden  worden,  welche  nach  entsprechender  Ver- 
änderung der  Bezeichnungen  sofort  verwendbar  ist,  um  die 
Koordinaten  a,  b,  c,  d  (und  e)  einzuführen.  Es  seien  also  zu- 
nächst aßy  die  Richtungswinkel  von  7  und  xyz  die  Koordi- 
naten irgend  eines  Punktes  auf  7,  so  folgt  nach  21),  §  1: 


wo  A,  JJ.  C  die  drei  Ausdrücke: 

^  =  (^0  —  y)  cos  r  —  {zo  —  z)  cos  /3, 

B  ^=  {Zq  —  z)  cos  a  —  (iCo  —  x)  cos  y , 

C  =  {xq  —  x)  cos  ß  —  (2/0  —  y)  cos  cc. 

oißy  werden  nach  3a)  bestimmt.     Darauf  erhält  man: 

V(l  4-  a^  -\-  c^)  A  =  (ijo  —  tj)  c  —  {zq^ z) a  =  yoC  —  z^a  —  yc-\-  za 

oder  nach  1  a) : 

^  _yoC  —  Zoa  —  e^ 

Vi  +  «2  -f  C2 
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In  derselben  Weise  sind  B  und  C  umzuformen. 
Dann  entsteht  die  gesuchte  Formel: 

yi  +  aä  -I-  6-2 
4.  Es  seien  A.  ju.  v  die  Richtungswinkel  von  zi.    Da  z/  auf 
l  senkrecht  steht,  so  gibt  die  Gleichung  l.ö),  §  1  nach  3aj  zu- 
nächst die  eine  Bedingung: 

cos  k  -\-  a  cos  iti  -)-  c  cos  v  ^=  0. 
Dann  liegt  aber  z/  in  der  Ebene  durch  l  und  Q^  mit  der 
Gleichung  5a).     Da   die  Richtungskosinus   dieser  Ebene   nach 
6),  §  7  gefunden  werden,  so  gibt  dieselbe  Formel  nach  l.öj,  §  1 
die  weitere  Bedingung: 

cos  X  ( —  rt^o  +  C^/o  —  ^)  +  cos  fl  (^0  —  ^''^0  —  ^) 

-|-  cos  V  ( —  ?/o  +  «^0  -h  ^)  =  0 
und  aus  beiden  folgt  nun  cos  l :  cos  ;x :  cos  v  ohne  Schwierigkeit. 
Bemerkungen  a),  b),  c)  zu  Aufgabe  IV.  a)  Nach  1) 
und  la)  erhält  z/,  wenn  Q  auf  l  liegt,  den  Wert  0.  wie  es 
sein  muß.  b)  z/  erscheint  hier  als  Quadratwurzel  aus  einer 
Summe  der  Quadrate  von  drei  in  bezug  auf  x^^  y^,  s^  linearen 
Ausdrücken.  Diese  Summe  kann  aber  auf  zwei  Quadrate 
reduziert  werden,  da  A,  B,  C  nicht  unabhängig  sind,  sondern 
der  Identität: 

^cosa -f  5cos/3 -f  Ccosy  =  0     oder    A-\- Ba -\- Cc  =  0 
genügen.     Eliminiert  man  hieraus  etwa  A,  so  wird: 

zJ  =  \B-^{1  +  a2)  +  C2(l  -f  6-2)  ^2BCac,  7a) 

und  z/  kann  also,  nachdem  das  Produktglied  durch  eine  lineare 
Transformation  fortgeschafft,  in  der  Tat  als  Quadratwurzel  aus 
einer  Summe  von  zwei  Quadraten  dargestellt  werden.  Diese 
Tatsache  leuchtet  auch  ein,  w^enn  durch  /  zwei  zueinander 
senkrechte  Ebenen  angenommen  und  die  Lote^  und  q  von  Q  auf 
sie  nach  7a),  §  7  bestimmt  werden.     Es  wird  dann  sofort: 

^  =  ^f'  +  a'- 

c)  Ein  anderer  Weg  zur  Formel  7)  für  z/  geht  über  die 
Berechnung  des  Fußpunktes  von  z/  mit  nachfolgender  An- 
wendung von  10),  §  1: 

z/  =  \(x  -  x,y  +  (?/  -  ^o)-^  +  (~-  -  ^,y- 


5;  9.     Die  gerade  Linie.  95 

Er  ist  aber  weit  umständlicher  und  daher  hier  nicht  be- 
schritten worden. 

Aufgabe  V.  Gegeben  eine  Gerade  /  («,  ^,  f,  d)  und  eine 
Ebene  E{u,  v,  w).  Zu  ermitteln  1.  den  Schnittpunkt  von  l 
und  E,  2.  den  Winkel  Ö  zwischen  l  und  E.  3.  Gleichung  der 
Ebene  durch  l  senkrecht  auf  E. 

Lösung:  1.  Der  Schnittpunkt  wird  nach  Zusammenstellen 

von  1)  und  der  Gleichung  von  E: 

ux  -\-  vy  -\-  WZ  -f  1  =  0, 

durch   Berechnung  von   xyz  gefunden.     2.   Der  Winkel  6   ist 

das  Komplement  des  Winkels  zwischen  /  und  dem  Lot  auf  E, 

deren   Richtungswinkel   nach   3a)  und  6a),  §  7   zu   bestimmen 

sind.     Formel  13),  §  1  gibt  daher  sofort: 

.    „  u  -{-  av  -}-  civ  ^. 

sino  =  -  ,  S) 

^    I    -f  a2  -f  C2  •  Vh2  4-   V2    ^   if2 

3.  Da  die  Ebene   durch  /  gehen   soll,  ist  ihre  Gleichung 

von  der  Form : 

{y  —  ax  —  b)-\-l{z  —  cx  —  d)  =  0 

rtdpT" 

x{-  a-  cl)  -Y  y  +  Iz  -^  {-b  -dl)  =  0. 
Sie  soll  auf  E  senkrecht  stehen.    Die  Formel  2  a),  §  8  gibt 

daher  sofort: 

—  u{a  -\-  cX)  -{-  V  -{-  Xtü  =  0. 

Hieraus  folgt  X. 

Aufgabe  VL  Gegeben  zwei  Gerade  ]{a^b,c,d),  Zi(«i,&n 
Ci,(7i).  Gesucht  1.  der  Winkel  gp.  welchen  sie  bilden.  2.  Die 
Bedingung,  daß  sie  sich  schneiden.  3.  Im  allgemeinsten  Falle 
der  kürzeste  Abstand  /J  zwischen  ihnen. 

Lösung:  1.  Die  Richtungen  der  Geraden  ergeben  sich 
nach  oa).     Daher  nach  13),  §  1  sofort: 

cos  QP  =: ,  =  ■  ») 

yi4_a2  +  ,2.  yi4_a,2  +  f,2 

Im  besonderen  also: 

Zwei  Gerade  stehen  senkrecht  aufeinander,  wenn 

aa^  -f  cci  =  —  L 
2.  Die  beiden  Gleichungen  von  l  sind: 

a)  y  ^  ax  -\-  b^         ß)  z  =  ex  -\-  d. 
Die  von  l^: 

«i)  II  =  «1^  +  K     ßi)  ^  =  c^^  +  ^1- 
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Wenn  sich  /  und  1^  schneiden  sollen,  so  müssen  die  vier 
Ebenen  «),  ß)^  w^),  ß^)  durch  den  Schnittpunkt  gehen.  Die 
Bedingung  hierfür  entsteht  daher  durch  Elimination  von  x,  ^,  z. 
Aus  «)  und   «i)   einerseits   und   aus    ß)   und   ßj)    andererseits 

folgt  aber: 

_  _  b  —  b,  _        _  _  d  —  d, 
a  —  tti '  c  —  Ci 

Die  gesuchte  Bedingung  ist  also: 

a  —  tti        c  —  Ci 

Schafft    man    die   Nenner   fort    und    führt   außerdem    die 

fünften  Koordinaten  e  und  e^  ein,  so  verwandelt  sie  sich  in: 

e  -f  ^1  +  «<^i  -f  da^  —  bci  —  cbi  ■=  0.  10a) 

3.  Es  gibt  stets  eine  Ebene  £"  durch  l  parallel  zu  1^  und 

eine  Ebene  E^  durch  J^  parallel  zu  7.     Ihre  Gleichungen  sind 

von  der  Form: 

(y  —  ax  —  b)  -\-  ?.(2  —  ex  —  d)  =  0 

{y  —  a^x  —  &i)  +  /'i  (^  —  c^x  —  dl)  =  0. 
Sie  sollen  parallel  sein.    Die  Koeffizienten  von  xyz  müssen 
daher  in   beiden   Gleichungen   dasselbe  Verhältnis   zueinander 
haben.     Daher : 

—  a  —  A  c :  1  :  A  =  —  a^  —  A^  c^ :  1 :  Ä^ , 
also: 

C  —  Ci 

Die  Gleichungen  von  E  und  E^  werden  hiernach: 
X  {-aci-}-  c  «i)  -\-  y  (ci  -  c)  -\-  z  {a  -Ui)  -\-  [e  -  6  Cj  -f  düi]  =  0, 
a:{-aCi-\-cai)  +  y{c,-c)^z{a-a,)  +  [-e^^  b^c-d^a]  =  0. 

Der  kürzeste  Abstand  z/  zwischen  1  und  1^  ist  zugleich  der 
Abstand  der  beiden  Parallelebeuen  E  und  Ey  Letzterer  aber 
ist  gleich  der  (algebraischen)  Differenz  der  beiden  Lote  von  einem 
beliebigen  Punkte  P  im  Räume  auf  sie  und  diese  wieder  sind 
nach  Formel  7a),  §  7  zu  berechnen.     Daher: 

^  _  __<^J-_^±_^h ±  (^ «1  —  f>c^  —  cbi  ^j. 

Für  z/  =r  0  folgt  übrigens,  wie  man  sieht,  noch  einmal 
die  Bedingung  10a),  daß  /  und  1^  sich  schneiden. 
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Auch  der  folgende  Weg  führt  zur  Formel  11).     Es  seien 
F{xyz)  und  l^x^y^^Z])  die  Fußpunkte  des  gemeinsamen  Lotes 
auf  /  und  /,.     Also  zunächst: 
y  =  ax  -^  h^  z  r=  ex  -\-  (/;  i/i  =  a^Xi  -\-  h^\  z^  =  c,:ri  -f  d^.  12) 

Da  Pl\  auf  /  und  7,  senkrecht  steht,  so: 

(j;  — ^i) +  (;(/  — ?/i)«  +(*~  —  ^i)c  =  0, 
{x  —  X,)  -\-{y  —  ?/i)  a,-\-{z  —  z^)  Ci  =  0. 

Setzt  man  hier  für  y^  //j,  z^  z^  ihre  Ausdrücke  12)  durch 
X  und  x^  ein,  so  entstehen  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  mit 
X  und  A'i  als  Unbekannten,  aus  denen  diese  zu  berechnen  sind. 
Das  Einsetzen  ihrer  Werte  in  ?/,  ?/i,  ^,  z^  kann  man  sich  aber 
ersparen,  da  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  y  —  y^  und 
z  —  Zy  durch  x  —  x^  ausgedrückt  werden  können,  worauf  die 
Formel :  __^__^^______ 

das  Lot  als  Produkt  von  (.r  —  x^  mit  einem  von  a,  «j,  c,  c, 
abhängenden  Faktor  darstellt.  Diese  Methode  ist  etwas  müh- 
samer, liefert  dafür  aber  nicht  bloß  die  Länge  von  z/.  sondern 
auch  die  Koordinaten  der  Fußpunkte  von  z/.  Will  man  letztere 
umgehen,  so  bilde  man  aus  12)  die  Kombination: 

{x  —  i\)  {a r,  —  ca{)  +  (//  —  ^i)  (c  —  Ci)  +  {z  —  z,)  {a,  —  a) 

—  e — e^  —  af/i — clcii -\- bc^ -]- cb^  =  0  ' 

und  berechne  aus  14)  und  13): 

X  X]^^  y  2/i)  * — ^v 
Bemerkung.  Irgend  zwei  Punkte  P^  und  Pj  im  Ptaume 
haben  stets  einen  Mittelpunkt  M  und  wechseln  ihre  Lage 
durch  eine  halbe  LTmdrehung  um  31  oder  besser  um  eine  durch 
M  gehende,  zu  P1P2  senkrechte  Gerade.  Irgend  zwei  Ebenen 
E^  und  E2  im  Räume  haben  zwei  aufeinander  senkrechte 
Winkelhalbierungsebenen,  zu  deren  jeder  sie  symmetrisch 
liegen.  Sie  vertauschen  ihre  Lage  nach  einer  halben  Um- 
drehung um  eine  in  einer  dieser  Mittelebenen  gelegene  zur 
Schnittlinie  senkrechte  Achse,  wenn  sie  dabei  mit  der  Achse 
starr  verbunden  bleiben*).  Irgend  zwei  (windschiefe)  Gerade 
?i   und   ?2  haben    eine    Mittelebene,   nämlich    diejenige    Ebene, 


*)  Nur  wenn  E^  X  -f-o?  gsi^gt  hierzu  auch  eine  Viertelumdrehung 
um  die  Schnittlinie. 
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welche  zu  1^  und  1^  parallel  ist  und  mitten  zwischen  den  beiden 
parallelen  Ebenen  liegt,  von  denen  die  eine  durch  /j,  die  andere 
durch  /g  geht.  Sie  geht  durch  die  Mitte  M  des  kürzesten  Ab- 
standes.  Zieht  man  durch  M  die  Parallelen  zu  1^  und  /gi  so 
kann  man  in  gewissem  Sinne  die  beiden  Winkelhalbierenden 
dieser  Parallelen  als  zwei  Symmetrieachsen  von  ?i  und  I2  ein- 
führen. Die  dritte  wäre  der  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt 
verlängerte  kürzeste  Abstand.  Durch  eine  halbe  Umdrehung 
um  eine  der  beiden  erstgenannten  Symmetrieachsen  vertauschen 
li  und  /g  itire  Lage  im  Paume.     Also: 

Im  Räume  kann  man  durch  Verschieben  und  Drehen  eines 
starren  Systems  (durch  Kongruenz)  stets  bewirken,  daß  irgend 
zwei  Punkte  Pj  und  P^  oder  irgend  zwei  Ebenen  E^  und  E2 
oder  irgend  zwei  Gerade  J^  und  ?2  ilire  Lage  zueinander  ver- 
tauschen*). 

Hieraus  folgt:  Wenn  zwei  Punktpaare  (PPi)  und  {P' P\)  die 
Eigenschaft  haben,  daß  man  durch  Kongruenz  P  mit  P'  und 
Pj  mit  P'i  zur  Deckung  bringen  kann,  so  kann  man  durch  Kon- 
gruenz auch  P  mit  P\  und  P^  mit  P'  zur  Deckung  bringen. 
Ein  Gleiches  gilt  für  zwei  Ebenenpaare  und  für  zwei  Linienpaare. 

Für  zwei  Punktpaare  genügt  offenbar,  daß  der  Abstand  in 
einem  Paar  gleich  dem  Abstand  im  anderen  sei.  Für  zwei  Ebenen- 
paare ist  der  Abstand  durch  den  (oder  vielmehr  die)  Winkel 
zwischen  den  Ebenen  eines  Paares  zu  ersetzen.  Für  zwei  Linien- 
paare aber  muß  sowohl  der  Winkel  (p  als  auch  der  kürzeste  Ab- 
stand z/  für  das  eine  Paar  denselben  Wert  haben  wie  für  das 
andere  Paar,  da  <p  und  z/  durch  keine  Kongruenz  geändert 
werden  können.  Aber  selbst  dann  kann  es  unmöglich  seiu,  zwei 
solche  Paare  zur  Deckung  zu  bringen,  weil  dazu  noch  gehört,  daß 
beidePaare  „linksgängig"  oder  beide  „rechtsgängig"  seien**). 

Um  zu  erklären,  was  hiermit  gemeint  ist,  stelle  man  sich 
ein  Linienpaar  (?,  I^)  vor,  beschreibe  um  /  als  Achse  mit  dem 
kürzesten  Abstand  zJ  als  Radius  den  Zylinder,  der  also  1^  im 
Fußpunkt  des  kürzesten  Abstandes   berührt   und  wickele   nun 

*)  In  der  Ebene  gilt  der  Satz  nicht.  Man  kann  durch  Verscbieben 
und  Drehen  in  der  Ebene  irgend  zwei  Gerade  I  und  /^  nur  ihre  Lage  ver- 
tauschen lassen,  wenn  sie  senkrecht  aufeinanderstehen,  oder  parallel  sind. 
**)  Wenn  aber  zwei  Gerade  sich  schneiden,  oder  parallel  sind,  oder 
auch  senkrecht  aufeinanderstehen  (ohne  sich  zu  schneiden),  kann  dieser 
Begriff  nicht  angewendet  werden. 
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?i  durch  Rollen  der  Berührungsebene  auf  den  Zylinder  ab.  Dann 
wird  aus  /j  eine  Schraubenlinie  (i^  6)  und  wenn  diese  linl<s- 
gängig  —  rechtsgängig  —  ist,  soll  auch  1^  zu  l  und,  was  nach 
dem  Vorangegangenen  dasselbe  ist,  1  zu  /,  liuksgängig  —  rechts- 
gängig —  heißen*). 

Aufgabe  VIII.  (iegeben/(a,i,c,(/).  Es  ist  zu  ermitteln,  wann 
sie  zur  x-  oder  y-  oder  ^-Achse  links-,  wann  rechtsgängig  ist. 

Lösung:  Es  seien  Poi-^oyo^o)^  Pii^iDi^i)  zwei  Punkte  auf  l. 
Dann  ist  y^^i  — z^y^^  gleich  dem  doppelten  Inhalt  der  Projektion 
des  Dreieckes  OFqF^  auf  die  yz-Eheue  mit  dem  Zeichen  -|- 
oder  — ,  je  nachdem  sein  Umlaufssinn  von  der  -j-  a;-Achse  aus 
betrachtet  positiv  oder  negativ  ist.  Ferner  ist  x^  —  Xq  der 
Höhenunterschied  auf  der  zugehörigen  Schraube  um  die  a;-Achse. 
Daher  ist  l  zur  a;- Achse  links-  oder  rechtsgängig,  je  nachdem 
die  beiden  Ausdrücke: 

yo^i  —  ^oVi  und  Xi—Xo 
entgegengesetzte  oder  gleiche  Zeichen  haben.  Also  nach  3),  je 
nachdem  e  =  hc  —  ud  negativ  oder  positiv  ist.  In  gleicher  Weise 
findet  man  für  die  i/- Achse  links-  oder  rechtsgängig,  je  nach- 
dem ad  negativ  oder  positiv  und  für  die  ^-Achse,  je  nachdem 
hc  positiv  oder  negativ  ist. 

Aufgabe  IX.  Gegeben  zwei  Gerade  l(a,b,c^d),  ^(«n&i, 
Ci,(/i).  Zu  ermitteln,  wann  sie  zueinander  linksgängig,  wann 
rechtsgängig  sind. 

Lösung  (skizziert):  Es  sei  aßy  eine  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Richtungen  von  /,  xyz  ein  Punkt  P  auf  7,  desgleichen 
'^i/^i/'i  uJid  ^il/i^i  füi'  h-  Dann  ist  für  den  Winkel  cp  zwischen 
den  Richtungen : 

a)  cos  <p  =  cos  a  cos  «^  -|-  cos  ß  cos  ß^  -f  cos  y  cos  yi. 

Es  sei  «2/32  72  die  Lotrichtung,  und  zwar  so,  daß  die  Drehung 
der  ersten  zur  zweiten  Richtung  um  den  konkaven  Winkel  q) 
im  entgegengesetzten  Sinne  zur  Uhr  erscheint,  so  daß  nach  20),  §  1 : 

,  s  cos  ß  cos  7i  —  cos  y  cos  ß. 

b)  cos«,  = V^— ; —  usw. 

-|-  sm  9 

Die  Projektion  von  PP^^  auf  die  Lotrichtung  ist  gleich 

c)  (-^1  —  ^)  cos  «2  +  (yi  —  y)  cos  ß^  +  (^1  —  0)  cos  72- 

*)  S.  116,  Fig.  14  z.B.  sind  Achse  und  Strahl  zueinander  rechtsgängig-. 
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Andererseits  ist  sie  gleich  +  z/,  wenn  z/  der  kürzeste  Abstand 
von  /  und  J^.  Sie  ist  positiv,  wenn  PP^  mit  «2/32  72  einen 
spitzen,  negativ,  wenn  einen  stumpfen  Winkel  il>  bildet.  Nun 
ist  die  Lage  liuksgängig,  wenn  (p  und  t  beide  spitz  oder  beide 
stumpf,  rechtsgängig,  wenn  der  eine  spitz,  der  andere  stumpf. 
Setzt  man  daher  b)  in  c)  ein  und  berücksichtigt  die  Formeln  3  a), 
80  folgt  zunächst: 

links-  oder  rechtsgängig,  je  nachdem: 

1  -|-  aa^  -\-  cCi     und 

(Xi-x)  {aci  -  ca^)  +  {ij^  - y)  {c -  c^)  ■}-  {z^  - z)  {a^  -  a), 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen ;  oder  endlich  nach  Benutzung 
von  1)  und  la),  oder  auch  14): 

links-  oder  rechtsgängig,  je  nachdem: 

1 -f  ««1  + -^1    und     e-\- e^-^- aäi^  du-^  —  hc\  — ch^     15) 

ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen. 

Läßt  man  zur  Kontrolle  J^  mit  der  a-Achse  zusammenfallen, 
so  wird  tti  ■=  hl  =  Ci  =  (/i  =  0  und  man  kommt  auf  das 
Kriterium  von  Aufgabe  VIII  zurück. 

AufgabeX.  Gegeben  zwei  Gerade : /i(«i/>irif/i),  l^ia^h^c^d^^ 
welche  sich  schneiden.  Sie  bestimmen  dann  ein  Strahlenbüschel. 
Es  sollen  die  Koordinaten  einer  beliebigen  Geraden  7  dieses 
Strahlenbüschels  gefunden  werden. 

Lösung:  Da  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  muß  zu- 
nächst nach  10a)  die  Bedingung: 

^1  +  '^2  +  «lf^2  +  f^l«2  —  ^1<^2  —  ^1^2    =   0 

erfüllt  sein.    Es  seien  |>;^  der  Schnittpunkt;  a,  6,  c,  d  die  Koor- 
dinaten von  l\   xyz  ein   Punkt  P  auf  ?,  a^it/i^i   ein  Punkt  P^ 
auf  ?!  und  x^y^z^  ein  Punkt  P^  auf  Z^- 
Dann  ist  nach  3): 

a  =  tq,    «,  =  &-''      a.  =  ^^- 

X        g  .^1        u,  X^       i; 

Man  kann  P,  Pj,  P^  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auf 
einer  geraden  Linie  liegend  annehmen  und  dann  nach  6),  §  2 
ansetzen : 

Xi  —  kx^  yi  —  Ai/a       „  _  ^i  —  ^^2 


x  =  ~i — r-'   y  = 


1  -  ;.    '    "  ~     1  —  A 
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Daher: 

_  O/i  —  '^^2)  —  V  {^  —  ^)  _  {yi  —  'n)  —  ^(.y2  —  v) 

"  -  (X,  -  A^r^)  -  1(1  -  A)  -  {X,  -^)-X{x,-  I) 
_  ^/i(^i  — I)— AaaC-Ta  — I) 


oder  noch  einfacher 


1  +  A 


wenn  nunmehr ,     ^    ^.      durch  A  ersetzt  wird. 

(^1-1) 

Dieselben  Umformungen  kann  man  in  den  Ausdrücken  für 
Z/,  c,  d  und  e  machen.     Daher: 

Wenn  zwei  Gerade  1^  und  /g  sich  schneiden,  so  wird 
durch  die  Formeln: 

"—     r+A    '1  +  A''""1+A' 

_  ^/i  +  Arta       ,  _  e,  +  Aea  ^^^ 

—     1  +  A    '     ^—     1  +  A 

das    ganze,    durch    ?i    und   /g    mitbestimmte    Strahlen- 
büschel dargestellt. 

Die  Ausdrücke  16)  sind  durchaus  analog  zu  den  Aus- 
drücken 6),  §  2  für  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  Punkt- 
reihe und  7),  §  8  für  die  Koordinaten  der  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels. Sie  gelten  aber  hier  nur  bedingungsweise,  nämlich 
nur,  wenn  \  und  ?2  sich  schneiden,  also  auch  in  einer  Ebene 
liegen.  In  der  Tat  führt  die  Bedingung  2  a),  S.  91  nach  Einsetzen 
von  16)  formell  zu  einer  quadratischen  Gleichung  für  A.  Da 
aber  diese  Bedingung  jedenfalls  für  /^  und  ?2  erfüllt  ist,  so 
verschwinden  die  Konstante  und  der  Koeffizient  von  A^.  Sie 
reduziert  sich  auf: 

[ßi  +  ^2  +  («] (k  -f  f^«2)  —  {f'iCi  +  cj)^)]  •  A  =  0. 

Sie  hat  daher  nur  die  beiden  Wurzeln  A  =  0,  k  =  00,  den 
Linien  /j  und  I.2  entsprechend;  es  sei  denn,  daß  der  Faktor 
von  A  verschwinde  und  die  Bedingung  zur  Identität  werde,  d.  h. 
daß  \  und  /g  sich  schneiden. 
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Übnn^saafgabeii. 

1.  Eine  Gerade  /  geht  durch  den  Punkt  /-"(-{-l,  +2,  — 3;  und 
schneidet  die  beiden  Geraden  li  und  l^: 

I,:  !/  =  2.r  +  3,     ,:   =  -5o:-\-l. 
h-  y  =  2^  —  ^,    s  =  —x+7. 

Es  sind  die  Koordinaten  von  l  zu  bestimmen. 

2.  Eine  Gerade  rotiert  um  die  a;-Achse.  Ihre  Koordinaten  a,  b,  c,  d 
sind  als  Funktionen  des  Drehwinkels  (p  zu  bestimmen. 

3.  Welche  Bedingung  muß  zwischen  den  Koordinaten  a,  b,  c,  d  (und 
e)  einer  Geraden  /  erfüllt  sein,  wenn  ihr  Schnittpunkt  mit  der  »/^-Ebene  in 
der  Mitte  zwischen  den  Schnittpunkten  mit  der  zx-  und  der  ajy-Ebene 
liegen  soll. 

4.  Durch  eine  Gerade  l  sind  vier  Ebenen  gelegt  worden,  die  erste 
X  auf  xy-,  die  zweite  J.  auf  xs-^  die  dritte  J.  auf  y,— Ebene,  die  vierte 
durch  den  Anfangspunkt.  Welche  Bedingung  muß  zwischen  ihren  Koor- 
dinaten a,  b,  c,  d  (und  e)  erfüllt  sein,  damit  die  erste  und  zweite  Ebene 
durch  die  dritte  und  vierte  harmonisch  getrennt  sind. 


§  10. 

Die  sechs  Plückerschen  homogenen  Koordinaten  der 

geraden  Linie.    Linien-  oder  Strahlenkomplexe. 

Wenn   man,  wie   im   vorigen   Paragraphen,    die   Gerade  / 
durch  zwei  ihrer  Projektionen 

y  =1  ax  -\-h^  z  =z  ex  -\-  d 

bestimmt  und  demzufolge  a,  ^,  c,  d  als  ihre  vier  „Koordinaten^ 
einführt,  so  muß  eine  gewisse  Unsymmetrie  mit  in  Kauf  ge- 
nommen werden,  welche  der  Übersichtlichkeit  der  erzielten 
Formeln  Abbruch  tut  und  außerdem  den  Übelstaud  mit  sich 
bringt,  daß  ein  Versagen  eintritt,  wenn  /  auf  der  .r- Achse 
senkrecht  steht,  weil  dann  a,  ft,  c,  d  unendlich  oder  unbestimmt 
werden,  wie  unmittelbar  aus  ihrer  Deutung  nach  §  9  hervor- 
geht. Man  kann  dann  die  dritte  Projektion  hinzuziehen,  was 
ja  auch  schon  so  wie  so  durch  Einführung  der  ^fünften" 
Koordinate  e  geschehen  ist,  um  den  Mangel  an  Symmetrie 
nicht  so  fühlbar  zu  machen.  Diese  Erwägungen  haben  den 
Mathematiker  Plücker  veranlaßt,  in  einem  großen  Werke 
„Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf  die  Betrachtung 
der   geraden    Linie    als   Raumelemenf",    ein    anderes,    völlig 
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symraetrisches  System  von  Linienkoordiuaten  auf- 
zustellen, das  hier  um  so  eher  erläutert  werden  muß,  als  es 
auf  das  innigste  mit  dem  folgenschwersten  Hegriff  der  Mechanik 
zusammenhängt,  mit  dem  Begriff  der  Kraft. 

Es  sei  (Fig.  13)  A  (^o  2/o  ■s'o)  der  Angriffspunkt  einer  Kraft 
PqPi  =  K,  die  als  Länge  in  der  Kraftrichtung  a^iy  aufgetragen 
wird,  so  daß  etwa  Längeneinheit  und  Krafteinheit  sich  ent- 
sprechen.    1\    und  Pj    bestimmen    die    Größe    von    K  durch 

die  Formel: 

K  =  }/{x,  -  x,y  +  (yi  -  Vo)'  -I-  (^1  -  ^o)'- 
Man  pflegt  K  bei  analytischer  Behandlung  der  Mechanik 
in   ihre   drei   Komponenten   A",    1',  Z   nach   den   Achsen- 
richtungen   zu    zerlegen. 
Es  wird: 

Y=  yi—  Vo,        1) 
Z  =^  z^  —  Zq 

(in    der   Figur    alle    drei 
negativ).     Daher: 

K  =  VA'2  _^  y  2  _^  Z2 

und 

X 


cos«  = 


K' 


cos/3  =  -^, 


2) 


Fig.  13. 


cos  7 


Z 

K' 

Sehr  häufig  werden  aber  auch  noch  die  „Drehungs- 
momente" Ly  M,  JV  der  Kraft  K  in  bezug  auf  die  Koordi- 
natenachsen gebraucht''').  Sie  lassen  sich  sofort  nach  dem 
Satz  ermitteln,  daß  das  Moment  einer  Kraft  in  bezug  auf 
irgend  eine  Achse  stets  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Momente   der  Komponenten   in   bezug  auf   dieselbe  Achse  ist. 

Wenn  noch  das  Übereinkommen  getroffen  ist,  daß  das 
Moment  einer  Kraft  in  bezug  auf  die  ic-,  die  y-  und  die 
^- Achse  positiv  oder  negativ  gesetzt  wird,   je  nachdem  es  im 

*)  Drehungsmoment  einer  Kraft  in  bezug  auf  eine  Achse  ist  gleich 
dem  Produkt  aus  der  Kraft,  dem  kürzesten  Abstand  zwischen  Kraftlinie 
und  Achse  und  dem  Sinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels. 
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Sinne   der  Drehung   der  +  t/-  nach  der  -\-2-,  der  + ;?-  nach 
der   -\- X-   und   der   -\- x-  nach   der  +?/-Achse  um   90»   oder 
im  entgegengesetzten  Sinne  in  Anschlag  kommt,  so  folgt: 
Moment  von  X  in  bezug  auf  jj-Achse  =  0, 

J5  w       •^    «  T)  n  Jt         ^^     V   Vo  ^• 

Daher  Moment  X  von  K  in  bezug  auf  a:-Achse  =  -j-  j/o  -^ 
—  ^0  Y.     Ganz  ebenso  leitet  man  31  und  iV  ab,  also: 

L  =  ijoZ  —  00  Y,  M  =  ^oX—  XoZ,  N  =  xo  Y—  ij^ X     3) 
oder  auch  nach  Einsetzen  von  1): 


X,  r,  z,  i,  jf,  iv;  5) 

also  die  drei  Komponenten  und  die  drei  Drehungsmomente 
von  K,  werden  auch  die  Koordinaten  der  Kraft  genannt. 
Sie  sind  aber  nicht  voneinander  abhängig,  sondern  durch 
die  für  die  Mechanik  so  wichtige  Identität: 

X-L-i-  Y'M-\-Z'  N  —  0  6) 

miteinander  verbunden.     [Siehe  4),  §  8.] 

Wenn  eine  Kraft  an  einem  absolut  starren  Körper  angreift, 
so  kann  man  sie  bekanntlich  in  ihrer  eigenen  Richtung 
beliebig  verschieben,  ohne  ihre  Wirkung  im  geringsten  zu 
ändern.  Es  bleiben  aber  dann  auch  die  Komponenten  und 
Drehungsmomente  so,  wie  sie  waren.  Setzt  man  jedoch  in 
derselben  Kraftlinie  eine  gleich  große,  aber  entgegengesetzt 
gerichtete  Kraft  voraus,  so  wechseln  ihre  Koordinaten  5)  ihre 
Vorzeichen.  Wird  dagegen  die  Kraft  vergrößert  oder  ver- 
kleinert, so  vergrößern  und  verkleinern  sich  die  Koordinaten 
in  demselben  Verhältnis. 

Sieht  man  nun  von  dem  der  Mechanik  entnommenen  Be- 
griff der  Kraft  ab ,  so  bleibt  nur  eine  Länge  K  =:  P^Pi 
zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  einer  Geraden  /.  A',  1',  Z 
werden  die  Projektionen  dieser  Länge  auf  die  Koordi- 
natenachsen, X,  il/,  N  aber  das  Doppelte  der  Projektionen 
des  Dreiecks  OP^Pi  auf  die  Koordinatenebenen.  Dann  be- 
zeichnet man  nach  Plücker  die  sechs  Größen  5)  als 
Koordinaten  von  7,  mit  dem  ausdrücklichen  und  hier  ein 
für   allemal   betonten  Vorbehalt,    daß   es   wesentlich   nur   auf 
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ihre  Verhältnisse  ankommt,  da  man  eben  K  beliebig  ver- 
größern und  verkleinern  und  auch  die  Richtung  von  K 
wechseln  kann. 

Diese  Plückerschen  Linienkoordinaten  sind  vollkommen 
symmetrisch  und  das  ist  ihr  großer  Vorzug.  Freilich  hat 
man  nun  ihrer  sechs,  statt  früher  nur  vier  und  das  ist  wieder 
ein  Nachteil,  der  aber  bei  weitem  nicht  den  Vorzug  aufhebt. 
Man  muß  immer  die  Identität  6)  im  Auge  behalten,  vermittelst 
welcher  eine  Koordinate  eliminiert  werden  kann.  Da  aber 
außerdem  nur  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  in  Betracht 
kommen,  so  bleiben  zuletzt  doch  nur  vier  voneinander  un- 
abhängige Bestimmungen  für  die  Lage  der  Geraden  im  Kaum, 
ganz  wie  in  §  !'. 

Man  kann  der  aus  2)  folgenden  Proportion  für  die  Rich- 
tung von  /:  ^      , 

cos  a :  cos  ß :  cos  y  =  A  :  1  :  Z  7) 

eine   andere   für   die  Richtung   der   Normale   auf   die   durch   7 

und    den    Anfangspunkt    gehende    Ebene    zur    Seite    stellen, 

nämlich : 

cos  k :  cos  u  :  cos  v  =  L'.JI:  ^\  8) 

wo  A,  «,  I'  die  Richtungskosinus  dieser  Normalen  sind,  (Denn 
L,  J7,  N  verhalten  sich  wie  die  Projektionen  eines  in  dieser 
Ebene  liegenden  Dreiecks  auf  die  Koordinatenebenen  und  letztere 
verhalten  sich  wie  diese  Richtungskosiuus.)  Die  Identität  6) 
geht  daher  in  die  Bedingung  über: 

cos  «  cos  A  -|-  cos  ß  cos  ,a  -f-  cos  y  cos  v  =  0, 
d.h.   l   soll   auf   der  Normalen   senkrecht   stehen,    wie   in   der 
Tat  der  Fall. 

Ist  eine  der  Koordinaten  X  oder  1'  oder  Z  =  0,  so  steht 
1  auf  der  zugehörigen  Koordinatenachse  senkrecht.  Ist  da- 
gegen L  oder  3/  oder  3"  =  0,  so  schneidet  7  die  entsprechende 
Achse.  Ist  1  parallel  zur  ^- Achse,  so  werden  X=  Y=  JS'  =  0, 
parallel  zur  j:- Achse,  so  1'=  Z  =  L  =^  0,  parallel  zur  y-Achse, 
so  Z  =  X  =  M  =  0.  Geht  /  durch  den  Anfangspunkt,  so  wird 
L  =  JI  ^  3'  =  0.  Entfernt  sich  7  unbegrenzt  weit,  so  werden 
die  Drehungsmomente  unendlich  groß,  falls  man  den  Kräfte- 
komponenten endliche  ^Yerte  gibt,  oder  letztere  unendlich 
klein,  falls  die  Drehungsmomente  endlich  bleiben,  d.h.:  wenn 
X  =  0,   1'  1=  0,  Z  =  0,  so  ist  7  unendlich  fern  [liegt  in  der 
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unendlich  fernen  Ebene  '■')].  Ist  X  =:  0,  3i  =  0,  3"  =  0  oder 
r  =  0,  X=  0,  i  =  0  oder  Z  =  0,  i  =  0,  31  =  0,  so  liegt 
Z  in  der  ys;-,  der  <s;a;-,  der  a;y-Ebene.  Sind  alle  Koordinaten  =  0, 
außer  X  oder  Y  oder  Z,  so  fällt  J  mit  einer  Koordinaten- 
achse zusammen.  Ist  aber  nur  L  oder  nur  M  oder  nur  X 
von  Null  verschieden,  so  fällt  I  mit  der  Schnittlinie  einer 
Koordinatenebene  und  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen. 
Man  sieht  also,  wie  die  Koordinaten  der  geraden  Linie  auf 
das  innigste  mit  dem  Koordinatentetraeder,  bestehend  aus  den 
Koordinatenebenen  und  der  unendlich  fernen  Ebene,  mit  den 
Flächen,  Ecken  und  Kanten  desselben  zusammenhängen. 


Da  in  3)  der  Punkt  Pq  ein  beliebiger  Punkt  der  Ge- 
raden werden  kann,  so  stellen  die  Gleichungen: 
yZ—2Y—L  =  0,  ^X  —  xZ—M  =  0,  xY—!jX—X=0  9) 
ohne  weiteres  die  drei  Projektionen  von  l  auf  die  y^-.  die 
sx-  und  die  xy-Ehene  vor,  wenn  x,  y,  z  als  „laufend"  an- 
gesehen werden. 

Aus  ihnen  folgt  noch  die  Ebene  durch  7  und  den  Anfangs- 
punkt: 

xIj^yM^zX  ={).  9a) 

Entwickelt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  9) 
y  und  z^  also: 

_    Z    ^      _    z     jf 

^~^X     X'    ^  —  ''x+x' 

so  fällt  man  wieder  auf  die  Gleichungen  1)  des  vorigen  Para- 
graphen zurück  und  kann  nun  von  den  neuen  Plück  er  sehen 
zu  den  alten  Koordinaten  übergehen.     Es  wird  demnach: 

r    ,         X  z     ,     31 

a  =  -Yi   >  =  — Y'     '^  "^   Y'  'X'  ^ 

Wie  nicht  anders  zu  erwarten,  zeigen  diese  Ausdrücke 
für  «,  &,  c,  d  keine  Symmetrie.  Denn  erstens  sind  die 
Verhältnisse  der  anderen  Koordinaten  zu  X  teils  mit  posi- 
tiven, teils  mit  negativen  Vorzeichen  gebildet  und  zweitens 
ist  die  Koordinate  i  überhaupt  nicht  benutzt  worden.     Diese 


*)  Dies  entspricht  dem  Kräftepaar  von  Poiusot,  als  Grenzfall  einer 
Kraft,  die  sich  immer  weiter  entfernt  und  dabei  immer  kleiner  wird, 
während  ihre  Drehungsraomente  endlich  bleiben. 


§  10.     Plück ersehe  Koordinaten.  107 

erscheint  vielmehr  erst  bei  der  Transformation  der  überzähligen 

Größe  c. 

e  =  oc  —  ad  =  —  ^7 '  ^^^^  nacli  6): 

L 

Die  Richtigkeit  von  10)  und  10a)  geht  übrigens  auch 
sofort  aus  3),  §  9  und  den  Ausdrücken  1)  und  4)  hervor. 

Letztere  geben  die  Plückerschen  Koordinaten  von  /  ver- 
mittelst zweier  auf  ihr  liegender  Punkte  P^  {Xf^y^z^)  und 
Pi  (.ri?/i^i).  Sind  statt  dieser  aber  irgend  zwei  durch  ? 
gehende  Ebenen  £"0(1*0 '^o^^^o)  und  -Ei  (?'ifiit'i)  gegeben,  so  ziehe 
man  die  Ausdrücke  4),  §  9  zu  Rate  und  gehe  dann  nach  10) 
und  10a)  zu  den  Plückerschen  Koordinaten  über.  Man  findet 
dann: 

X:  Y.Z.L.M.K 
=  Vq  lü^—  t^o  Vi :  1^0  Wi  -  Mo  u\ :  UoVi  —  VqUi-.Ui  —  Uq  :  v^  —  Vq  :  iv^  -  iv^,       ' 
so    daß    die    sechs    Ausdrücke    rechts    sofort    als    die    sechs 
Koordinaten  von  /,  angesehen  werden  können. 

Nach  Einführung  der  Plückerschen  Koordinaten  erhalten 
die  Hauptformeln  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende  durch- 
aus symmetrische  Gestalt: 

Der  Abstand  ^  irgend  eines  Punktes  F{x^y^z)  von  irgend 
einer  Geraden  l  (X,  Y,  Z,  X,  iüf,  JS'): 

^  _  iiyZ  —  zY  —  Ly -\-{z X—xZ—  Mf  ^ixY'^yX—  Xy 
~  yX2  _|_  Y^-\-Z^  12) 

Der  Winkel  cp  zwischen  zwei  Geraden  7  und  /^  wird  durch 
die  Formel  gegeben: 

cos  qp  =     ,  ^         — ,  ^    '  ^ 13 

VX2  _^  i'2  _^  z^  yxi2  +  ri2  -I-  Zi2 

Der  kürzeste  Abstand  z/  zwischen  zwei  Geraden  7  und  /j 
z/  =     XXi  +  YM,  +  ZX,  +  Xi  X  +  r,  M  +  z,x_ 
V(  i^Zi  -  z  Y,y  +  (zxi  -  XZJ2  +  (X  Ti-  rxo^ ' 

Die  Bedingung,  daß  zwei  Gerade  l  und  /j   sich  schneiden: 
0  =  XXi  -h  r  J!f  1  +  ZXi  +  Xi  X  +  Ti  Jl  4-  Zi  X.      14  a) 

Wenn  diese  Bedingung  für  zwei  Gerade  J^  und  1^  erfüllt 
ist,  so  geben  die  Formeln: 
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L  =  L,  +  /l  X2,     -^  =  ^A  4-  ^  ^1^2,     ^"^  =  ^\  +  ^-  ->'2 
alle  Strahlen  des  durch  J^  und  /g  bestimmten  Strahlenbüschels. 

Transformation  der  Plückerschen  Koordinaten. 
Wird  das  gegebene  Koordinatensystem  mit  einem  anderen  ver- 
tauscht, so  müssen  sich  die  Linienkoordinaten  ändern,  wie  die 
Punktkoordinaten  [15),  §  3]  und  die  Ebenenkoordinaten  [15),  §  7]. 
Um  die  diesen  Formeln  entsprechenden  Transformationen  der 
Plückerschen  Koordinaten  abzuleiten,  setze  man  in  15),  §  3 
irgend  zwei  Punkte  Po(a;o?/o'io)  und  Piioc^y^z-^  ein,  bezeichne 
die  Koordinaten  derselben  Punkte  nach  der  Transformation 
mit  a;'o,  2/'oi  •s^'o;  *'ii  y'\i  ^\i  bilde  dann,  gemäß  den  Formeln  1) 
und  4),  zunächst  die  Koordinaten  XYZL3IK  im  alten 
Koordinatensystem,  und  suche  endlich  durch  Umformung  die 
Koordinaten  X' Y' Z' L' 31' X'  einzuführen. 

Die  Komponenten  machen  gar  keine  Mühe.  Man  findet  auf 
der  Stelle: 

X=  n,X'-^a.2Y'  +  asZ\ 
Y=h,X'^b,Y'-^b,Z\  16) 

Z  =c,X'  +  c,Y'  +  c,Z'. 

Mehr  Rechnung  erfordern   die  Drehungsmomente.     Es  ist: 

—  {h  +  h^x'i  +  b^y'i  +  ta^'i)  (c  +  c^x'o  +  c,y'o  -\-  Csz'o)- 

Nach  Auflösen  der  Klammern  entstehen  32  Glieder,  von 
denen  8  sich  gegenseitig  aufheben.  Die  übrigen  24  lassen  sich 
folgendermaßen  zusammenziehen : 

L  =  {oc\-Xo)ibCi-cbi)-\-{i/\-7j'o){bc2-cbo)-\-{s'i-2'o){bc3-cbs) 
+  {y'o  z\  -  .e'o  y\)  I&2  C3  -  Ca  63)  +  (^'0  x\  -  x'o  z\)  (63  ^i  -  ^ s  *i) 
+  (•^'oy'l-//'o2'l)(^f2-Cl^2)• 
^Vie  man  sieht,  sind  in  dieser  Formel  rechts  die  Koordinaten 
von  Po  und  Pj    auch   im   neuen   System   zu  Linienkoordinaten 
der   durch   sie    gehenden   Geraden    zusammengefügt.     Benutzt 
man  noch  die  Formeln  6),  §  3    zur  Vereinfachung  und  trans- 
formiert in  derselben  Weise  31  und  3",  so  entsteht  die  andere 
Hälfte  der  Transformationsformeln: 

L  =ali'+rt2iW'+fl.33^'+(ACl-c^l)A"'+(6co-c^/2)^'+(/'C3-e^3)Z^ 
M-  ^ii'+ft2-iMf'+ft3JV'+(crti  -ac,)A''+(crt2-«C2)r'+(co3-rtC3)Z',  liJa) 
y  -Cji'+c..3r+f3A^'+(a?>i-/vrti)A''+(a&2-?'«i)l''+(fl/'3-tfls)Z'. 
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Also  auch  die  Transformationen  der  Linienkoordi- 
naten sind  linear,  wie  diejenigen  der  Punkt-  und  der  Ebeuen- 
koordinaten.  Übrigens  findet  man  aus  16)  und  16a)  nach 
einigen  Reduktionen  die  Formel: 

XL  +  YJSL  +  ZN  =  XL'  -f  Y' 31'  +  Z'X', 
wie  nicht  anders  zu  erwarten  war,   da  die  Identität  6)   ohne 
jede  Voraussetzung  über  das  gewählte  Koordinatensystem  gilt 
und  sich  daher  in  unveränderter  Form  transformieren  muß. 

Haben  beide  Koordinatensysteme  denselben  Anfangspunkt, 
d.  h.  ist  a  =  ^  =  c  =  0,  so  verschwinden  in  16  a)  die  Koeffi- 
zienten  der   Komponenten.     Es   transformieren   sich   also   die 
Komponenten  unter  sich  und  die  Drehungsmomente  auch  unter 
sich.    Bleiben  die  Achsen  parallel,  sind  also  a^  =r  ftg  =  <^3  =  1 
und  «2  =  f's  =  ^^1  ^=  ^'s  =  ^\  =  ^-2  =  ö,  so  wird  sehr  einfach: 
A  =  A',      1  =  1 ',    Z  =  Z', 
L  =  L  ^bZ'  —  c  Y',     M  =  31'  +  cX'  —  aZ',     16b) 
X  =  X'  i-aY'  —  hX'. 


Gleichungen  in  Linienkoordinaten.  Linienkom- 
plexe. In  §  4  ist  ausführlich  erläutert  worden,  daß  eine 
Gleichung  in  Punktkoordinaten: 

F{x,  y,  z)  =  0, 
im    allgemeinen   eine   Fläche    darstellt,    insofern   alle   Punkte, 
welche    diese    Gleichung    erfüllen,    auf    dieser    Fläche    liegen. 
Dann   ist  in  §  7   darauf  hingewiesen  worden,   daß    auch   eine 
Gleichung  in  Ebenenkoordinateu: 

F{u,  V,  tu)  =  0 
sich  auf  eine  Fläche  bezieht,  insofern  sie  von  allen  Ebenen, 
welche  diese  Gleichung  erfüllen,  berührt  wird. 

Was  aber  für  ein  Gebilde  hat  man  au  einer  Gleichung  in 
Linienkoordinaten? 

F(X,  r,  Z,  i,  31,  A^)  =  0.  17) 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beachte  man  zunächst, 
daß  eine  solche  Gleichung  nur  einen  Sinn  haben  kann,  wenn 
sie  homogen  ist,  da  es  eben  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  ankommt  und  daß  auch  von  vornherein  die  Iden- 
tität 6)  mitzunehmen  ist,  so  daß,  wenn  nötig,  immer  eine 
Koordinate  entfernt  werden  kann. 
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Die  Gleichung  17)  ist  nichts  mehr  und  nichts  weniger 
als  der  analytische  Ausdruck  für  die  Gesamtheit  derjenigen 
Geraden,  deren  Koordinaten  diese  Gleichung  erfüllen.  Da  die 
Gesamtheit  aller  Geraden  überhaupt  eine  vierfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  bildet  (siehe  §  9),  so  wird  durch  das  Setzen 
einer  einzigen  Gleichung,  also  einer  und  nur  einer  Bedingung, 
eine  Auswahl  getroffen  werden,  die  noch  eine  dreifach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  in  sich  birgt. 

Nun  bilden  offenbar  sämtliche  Tangenten  an  irgend 
eine  Fläche  eine  derartige  Mannigfaltigkeit,  da  jede  F]äche 
eine  doppelt  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Punkten  enthält 
und  in  jedem  Punkte  einfach  unendlich  viele  Linien  die  Fläche 
berühren,  Linien,  die  alle  in  der  Berührungsebene  liegen  und 
demnach  ein  Strahlenbüschel  bilden.  Sollte  also  etwa  im 
allgemeinen  eine  Gleichung  17)  auch  eine  Fläche  darstellen, 
insofern  17)  von  allen  Geraden  erfüllt  wird,  welche  dieselbe 
berühren  ? 

Diese  Vermutung  liegt  nahe  und  läßt  sich  leicht  genug 
durch  Beispiele,  in  denen  sie  zutrifft,  stützen.  So  betrachte 
man  in  der  Formel  12)  für  den  Abstand  z/  eines  Punktes  xyz 
von  einer  Geraden  diesen  Punkt  und  auch  z/  als  gegeben. 
Nach  Fortschaffung  der  Wurzeln  und  des  Nenners  entsteht 
dann  eine  Gleichung  zweiten  Grades  von  der  Form  17),  welche 
hiernach  die  Gesamtheit  aller  Geraden  vorstellt,  welche  von 
einem  gegebenen  Punkt  einen  gegebenen  Abstand  haben  und 
also  identisch  ist  mit  der  Gesamtheit  aller  Tangenten  an 
eine  Kugel  um  den  gegebenen  Punkt  als  Mittelpunkt  und  mit 
dem  gegebenen  Abstand  zJ  als  Kadius.  Oder  man  sehe  in  der 
Formel  14)  für  den  Abstand  z/  zweier  Geraden  1  und  I^  die 
eine  Gerade  I^  und  den  Abstand  z/  als  gegeben  an,  so  ent- 
steht ebenfalls  nach  Fortschaffen  der  Wurzel  und  des  Nenners 
für  l  eine  Gleichung  zweiten  Grades  von  der  Form  17),  die 
hiernach  die  Gesamtheit  aller  Geraden  /  vorstellt,  welche 
von  einer  gegebenen  Geraden  1^  einen  gegebenen  kürzesten 
Abstand  haben  und  also  identisch  ist  mit  der  Gesamtheit 
aller  Tangenten  an  einen  Kreiszylinder  um  1^  als  Achse,  dessen 
Radius  gleich  z/  ist. 

Die  geäußerte  Vermutung  hat  auch  insofern  etwas  Be- 
strickendes, als  sie  dem  großen  Prinzip  der  Dualität  zwischen 
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Punkt  und  Ebene  durchaus  Rechnung  trügt,  da  eine  Tangente 
an  eine  Fläche  ebensogut  als  Verbindungslinie  zweier  benach- 
barter Punkte  der  Fläche,  wie  auch  als  Schnittlinie  zweier 
benachbarter  Rerührungsebenon  angesehen  werden  kann.  Auch 
ist  die  Umkehrung  unzweifelhaft  richtig,  da  man  unter  allen 
Umständen  die  Bedingung,  daß  eine  Gerade  eine  gegebene 
Fläche  berühre,  durch  eine  Gleichung  zwischen  ihren  Koordinaten 
wird  ausdrücken  können. 

Und  dennoch  ist  die  Vermutung  im  „allgemeinen"  falsch 
und  trifft  nur  im  „besonderen"  zu !  Im  allgemeinen  vielmehr 
wird  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  17)  ein  Gebilde 
ganz  anderer  Art  bestimmt,  das  schlechterdings  in  keiner 
Weise  zu  irgend  einer  Fläche  in  Beziehung  gesetzt  werden  kann, 
sondern  einen  ganz  eigenen  geometrischen  Charakter 
besitzt. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  am  besten  erläutern.  Man 
stelle  die  Bedingung,  daß  eine  Gerade  l  von  zwei  gegebenen 
Punkten,  die  man  der  Einfachheit  wegen  beide  auf  der  Ä'-Achse 
und  gleichweit  vom  Mittelpunkt  entfernt  annehmen  mag,  also 
von  zwei  Punkten  I\(-\-x^  0,  0),  P^i — oc,  0,  0)  gleichen  Ab- 
stand habe.  Man  drücke  dann  nach  12)  diese  beiden  Abstände 
aus  und  setze  sie  einander  gleich.  Nach  Weglassung  des 
gemeinsamen  Nenners  und  des  Faktors  2  x  entsteht  dann  die 
Gleichung : 

iüfz— ivr  =  o,  18) 

also  eine  Gleichung  von  der  Form  17). 

Offenbar  ist  jede  in  der  y^ -Ebene  liegende  Gerade  von 
Pi  und  p2  gleichweit  entfernt.  In  der  Tat  ist  für  jede  solche 
Gerade  X=0,  3/=0,  iV^=0,  also  die  Gleichung  18) 
erfüllt.  Dann  aber  ist  auch  jede  durch  den  Anfangspunkt 
gehende  Gerade  von  F^  und  Pg  gleichweit  entfernt.  Es  ist 
dann  X=0,  Jllf=0,  jV  =  0,  also  die  Gleichung  auch  er- 
füllt. Aber  auch  jede  zur  x- Achse  parallele  Gerade  (i^=  0, 
Z  =  0)  ist  von  Pi  und  Pg  gleichweit  entfernt  und  erfüllt  die 
Gleichung. 

Schon  aus  dieser  Aufzählung,  die  nur  einen  verschwindend 
kleinen  Bruchteil  aller  von  P^  und  P^  gleichweit  entfernten 
Geraden  umfaßt,  geht  die  Unmöglichkeit  hervor,  daß  durch 
die    Gleichung    JIZ — JS' Y  =  0    eine    Mannigfaltigkeit    von 
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Geraden  bestimmt  werde,  die  alle  ein  und  dieselbe  Fläche  be- 
rühren. Dies  wird  aber  noch  klarer,  wenn  man  eine  beliebige 
Gerade  l  dieser  Mannigfaltigkeit  betrachtet  und  die  Bedingung, 
daß  sie  von  Pj  und  F^  gleichen  Abstand  habe,  durch  die 
leicht  abzuleitende  Folgerung  ersetzt,  daß  das  Lot  0  Q  von  0 
auf  Z  in  der  ^^-Ebene  liegen  muß*). 

Diese  zweite  Deutung  von  18)  führt  nun  zu  der  folgenden 
Konstruktion:  Man  bestimme  in  jeder  zur  ?/^-Ebene  senkrechten 
Ebene  den  Fußpunkt  Q  des  von  0  gefällten  Lotes  und  zeichne 
in  ihr  das  Strahlenbüschel  mit  Q  als  Zentrum.  Die  Gesamtheit 
dieser  Strahlenbüschel  ist  dann  identisch  mit  der  Gesamtheit 
aller  durch  18)  bestimmten  Geraden. 

Damit  ist  der  Nachweis,  daß  die  Gleichung  18)  ein  Ge- 
bilde ganz  anderer  Art  darstellt,  als  sämtliche  Tangenten 
irgend  einer  Fläche,  erschöpfend  geführt  worden.  Und  ein 
gleiches  gilt  im  allgemeinen  für  eine  beliebige  Gleichung  17), 
wenn  auch,  wie  die  früheren  Beispiele  zeigen,  die  Identität  mit 
den  Tangenten  einer  Fläche  als  „besonderer"  Fall  durchaus 
nicht  ausgeschlossen  ist. 

Plücker  bezeichnet  ganz  allgemein  solche  aus  geraden 
Linien,  die  nur  einer  Bedingung  17)  unterstellt  sind,  bestehen- 
den Gebilde  als  Linienkomplexe  oder  Strahlenkomplexe, 
deren  Eigenschaften  seitdem  auch  von  anderen  Mathematikern 
vielfach  und  eingehend  untersucht  worden  sind. 

Die  Erlangung  einer  klaren  Einsicht  in  die  wesentlichsten 
geometrischen  Eigentümlichkeiten  dieser  Gebilde  stellt  erhöhte 
Ansprüche  an  die  Raumanschauuug  gegenüber  der  einfachen 
Vorstellung  einer  beliebig  im  Räume  sich  ausdehnenden  Fläche. 
Man  reebnet  daher  auch  die  Strahleukomplexe  noch  nicht  so 
ganz  zu  den  Elementen  der  Geometrie  des  Raumes;  doch  spielt 
wieder  die  gerade  Linie  nicht  allein  in  der  reinen  Geometrie, 
sondern  auch  in   den  Anwendungen,   so   für   die  Mechanik  als 


*)  Man  fälle  von  P^,  Pg  ^^^  ^^  die  drei  Lote  i'j  Vi,  1\(^.^  und  öQ 
auf  /  und  pi'ojiziere  auf  eine  zu  l  senkrechte  Ebene,  so  daß  ^j,  Q.^  und  Q 
scheinbar  zusammenfallen.  Die  Längen  der  drei  Lote  und  ihre  Eich- 
tungen bleiben  dabei  unverändert.  Da  Pj  ^j  und  1\  Qo  einander  gleich 
sein  sollen  und  ()  Mitte  von  P^  Po  ist,  so  wird  0  (^  Mittelseukrechte  in 
dem  gleichschenkligen  Dreieck,  das  Px  Vi  ^^^  ^nQn  ^^  ^^^  Projektion 
bilden.  Also  steht  OQ  auch  auf  l\Pi  senkrecht  und  ist  der  kürzeste 
Abstand  von  l  und  Pj  i\. 
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Kraftlinie,  für  die  Optik  als  Lichtstrahl,  für  die  zeichnerische 
Darstellung  als  Projektionsstralil  eine  so  hervorragende  Rolle, 
daß  ein  Eingehen,  wenigstens  auf  die  einfa(;hsteu  Komplexe, 
nämlich  diejenigen  ersten  Grades,  geboten  erscheint;  schon  in 
Anbetracht  ihrer  innigen  Beziehungen  zu  den  räumlichen  Kraft- 
systemen, deren  Theorie  auch  in  der  Technik  bei  Durch- 
rechnung der  Beanspruchung  an  verwickeiteren  Konstruktionen 
Jahr  für  -lahr  an  Bedeutung  gewinnt. 

Übangsunfgaben. 

1.  Es  sind  Kriterien  aufzustellen  bezüglich  linkagängig  oder  rechts- 
gängig einer  Geraden  l  zu  den  drei  Achsen  des  Koordinateusystems.  Zu 
beweisen ,  daß  keine  Gerade  zu  allen  dreien  rechtsgängig  oder  zu  allen 
dreien  liuksgängig  sein  kann. 

2.  Es  sind  die  Bedingungen  (Ungleichungen)  aufzustellen ,  welche 
erfüllt  sein  müssen,  damit  eine  Gerade  l  einen  gegebenen  Würfel  von  der 
Länge  2  a,  dessen  Kanten  zu  den  Achsen  parallel  sind  und  dessen  Mittel- 
punkt der  Anfangspunkt  ist,  schneidet. 

3.  Ein  starrer  K'irper  hat  um  die  .r-Achse  eine  Schraubenbewegung 
ausgeführt  (Drehwinkel  =  o,  Verschiebung  in  der  Richtung  der  «-Achse 
=  h).  Die  beiden  Lagen  jedes  Punktes  dieses  Körpers  zu  Anfang  und 
zum  Schluß  der  Bewegung  sind  durch  eine  Gerade  l  verbunden.  Es  soll 
der  Komplex  dieser  Geraden  analytisch  dargestellt  werden.  Darauf  ist 
eine  Beziehung  zwischen  dem  Abstand  J  und  dem  Winkel  <p  abzuleiten, 
welche  l  mit  der  a-Achse  bilden. 


§11. 

Der  Strahlenkomplex  ersten  Grades  und  das  Nullsystem. 

Vorgelegt  sei  eine  Gleichung  ersten  Grades: 

AX-\-BY-\-CZ-\-DL->rE31-\-FX=0,  1) 

in  welcher  JL,  i?,  C,  D,  E,  F  sechs  beliebig  gegebene  Koeffi- 
zienten sein  sollen.  AVie  ist  der  zugehörige  Strahlenkoniplex 
beschaffen?     Welche  Struktur  hat  er? 

Die  Formel  14  a),  §  10  für  die  Bedingung,  daß  zwei  Gerade 
im  Baume   sich   schneiden,   führt  zu   einer  Gleichung  von  der 
Form  1),  wenn  eine  derselben,  etwa  /i,  als  gegeben  betrachtet 
wird.     Es  wird  dann  nach  14a),  §  10: 
A  =  L,,  B  =  31,,  C  =  ^\,  D  =  A\,  E  =  1\,  F  =  Z,.    2) 
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Da  aber  die  sechs  Koordinaten  einer  Geraden  unter  allen 
Umständen  der  Bedingung  0),  §  10  genügen  müssen,  die  sich 
hier  in  die  Gleichung: 

AD  +  BE-^CF=0  .3) 

verwandelt,  so  folgt: 

Der  Strahlenkomplex  1)  stellt  alle  Geraden  l  dar, 
welche  eine  gegebene  Gerade  I^  schneiden,  wenn 
zwischen  den  Koeffizienten  die  Bedingung  3)  besteht. 
Die  Koordinaten  von  /j  werden  durch  2)  bestimmt. 

In  diesem  Falle  liegt  also  das  Wesen  des  Strahlenkomplexes 
zutage.  Die  Gleichung  3)  wird  z.  B.  erfüllt,  wenn  fünf  der 
Koeffizienten  =  0  sind.  In  der  Tat  möge  sich  die  Gleichung  1) 
reduzieren  auf  i  =  0,  so  heißt  das,  /  soll  die  x  -  Achse  schneiden, 
oder  auf  Jl  =  0,  so  muß  l  auf  der  a;- Achse  senkrecht  stehen, 
d.  h.  l  muß  diejenige  „unendlich  ferne"  Gerade  schneiden,  in 
welcher  alle  zur  ä:- Achse  senkrechten  Ebenen  zusammentreffen. 

Wenn  aber  die  Gleichung  3)  nicht  erfüllt  wird,  die  sechs 
Koeffizienten  vielmehr  ganz  willkürlich  angenommen  werden? 
Um  dann  der  Sache  auf  den  Grund  zu  kommen,  ist  es  ratsam, 
zur  Erleichterung  der  Darstellung  die  vorgelegte  Gleichung  1) 
durch  eine  Koordinatentransformation  auf  die  einfachste  Form 
zu  bringen,  deren  sie  fähig  ist.  Behält  man  zunächst  den 
Anfangspunkt  bei,  setzt  also  in  16  a),  §  10  a  =  b  ^  c  =  0,  so 
folgt  durch  Umkehrung: 

«1  L-\-b,  M  +  Ci  3^  =  L'. 

Richtet  man  es  also  so  ein,  daß  a^\l>i'.i\  =  I):E:F^  so 
wird  durch  die  Transformation  die  Summe  I)  L  ^  EM-\-F^'' 
in  ein  einziges  Glied  D'L'  zusammengezogen  [vgl.  5a),  §  3,  S.  30]. 
Daher : 

Man  kann  durch  Drehung  um  den  Anfangspunkt  E  und  F 
zum  Verschwinden  bringen  und  die  Gleichung  1)  auf  die  Form: 
^X+I?r+C'Z4-DL  =  0  la) 

reduzieren.  Nachdem  dies  geschehen,  verschiebe  man  den  Ko- 
ordinatenanfangspunkt, behalte  aber  die  Achsenrichtungen  bei. 
Nach  16b),  §  10  wird  die  neue  Gleichung: 

ÄX'-^BY'^CZ'^I){Z'  ~\-bZ'-cY')  =  0 
oder: 

AX'-^{B~nc)Y'-^{C-^I)h)Z'  ^  ])L'  =  0. 


t;  11.     Strahlenkomplex  ersten  Grades.  115 

Setzt  man  daher: 

SO  wird  eine  neue  Reduktion  um  zwei  Glieder  erreicht.  Sollte 
aber  in  la)  7)  =  0  sein  |oder  \n  \)  B  =  E  =  F  —  0|,  dann 
wur  die  erste  Transformation  überhaupt  nicht  nötig  und  man 
hätte  vielmehr  so  drehen  können,  daß  B  und  C  verschwinden. 
Daher : 

Man    kann    es    stets    durch    Koordinatentransfor- 

raation  dahin  bringen,  daß  B  =  C  =  E=  F=  0  werden, 

d.h.  daß  die  Gleichung  1)  die  einfache  Gestalt  erhält: 

ÄX~\-  BL  =  0     oder     L  =  1c'  X.  Ib) 

Es  bleibt  dann  somit  nur  noch  ein  Koeffizient  /c  =  —  jj 

=  -=1^^  übrig,  die  sogenannte  Konstante  des  Komplexes.    Sie 

ist,  geometrisch  gedeutet,  eine  Länge,  da  L  nach  4),  §  10  von 
der  zweiten,  X  nach  1),  §  10  von  der  ersten  Dimension  in 
bezug  auf  Punktkoordinaten  wird. 

Die  a;-Achse  heißt  „Achse"  des  Komplexes.  Erinnert  man 
sich  der  Deutung  der  Plückerschen  Koordinaten  als  Kom- 
ponenten und  Drehungsmomente  einer  Kraft,  so  gibt  die  Glei- 
chung 1  b)  folgende  einfache  Auffassung  der  linearen  Komplexe: 

Ein  Strahlenkomplex  erster  Ordnung  besteht  aus 
allen  Geraden,  welche,  als  Kraftlinien  genommen,  in 
bezug  auf  ein  und  dieselbe  Gerade  im  Raum  —  die 
sogenannte  Achse  des  Komplexes  —  ein  konstantes 
Verhältnis  des  Drehungsmomentes  zur  Komponente 
haben. 

Hat  die  Gleichung  des  Komplexes  einmal  die  Form  Ib) 
erhalten,  so  ändert  sich  an  ihr  nichts  mehr,  wenn  man  den 
Anfangspunkt  auf  der  Achse  verschiebt,  ohne  Richtungs- 
änderung von  X,  y,  z.  Denn  die  Transformation  16  b),  §  10 
ergibt  dann  (da  jetzt  &  =  c  =  0)  X  =  X'  und  i  ==  U. 
Ebenso  ändert  sich  nichts  mehr  bei  einer  Drehung  um  die 
a:- Achse.  Denn  da  in  diesem  Falle  a  =  &  =  c  =  0,  so  folgt 
nach  16)  und  16a),  §  10  in  Verbindung  mit  2),  §  3,  d.  h.  mit 

«2  =  «3  =  &i  =  Ci  =  0,     a^  =  1 
auch :  X  =  X',     L  =  L'. 

8* 
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Daher: 

Der  lineare  Strahlenkomplex  verträgt  jede  Ver- 
schiebung längs  und  jede  Drehung  um  seine  Achse. 
Er  verträgt  also  auch  jede  Schraubenbewegung  um  diese  Achse, 
d.  h.  der  Komplex  schraubt  sich  dabei  „in  sich  selbst"  und 
jeder  Strahl  desselben  bleibt  Strahl. 

Dies  ist  durchaus  in  Übereinstimmung  mit  der  vorhin 
gegebenen  Deutung  solcher  Komplexe.  Sie  sind  völlig  sym- 
metrisch um  ihre  Achse  — 
gleichsam  die  Mittellinie  des  Kom- 
plexes — ,  zeigen  aber  keine  Be- 
ziehung zu  irgend  einem  besonderen 
Punkt  derselben,  der  etwa  als 
Mittelpunkt  des  Komplexes  gelten 
könnte. 

AYenn  ein  Strahl  des  Komplexes 
irgend  eine  Schraubenbewegung  um 
die  Achse  mitmacht,  so  bleibt  er 
ein  Strahl.  Es  bleiben  aber  auch 
sein  Abstand  von  der  Achse  und 
sein  Winkel  mit  ihr  unverändert 
und  die  Gleichung  1  b)  wird  wohl 
zuletzt  herauskommen  auf  eine  Be- 
ziehung zwischen  diesem  Abstand  /i  =  QP  und  diesem  Winkel  qp 
(Fig.  14).     In  der  Tat  folgt  aus  14),  §  10: 


da  für  die  rr- Achse  Y^  - 
ergibt  sich  aus  2),  §  10: 


cos  (p 


z,  =  L,  =  M,  =  y, 

X  


0.     Ferner 


oder  hier  besser: 


somit: 


daher  nach  1  b) : 


tg  9^  = ^ ' 


z/  •  tg  cp  =  /.-.  4) 

Dies  ist  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  J  und  ijr. 
Sie  erschließt  die  Struktur  des  Komplexes,   da    mit  ihr  eine 
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rein  geometrisclie  Definition  desselben  gesetzt  wird.  Um  sie 
eindeutig  zu  machen,  bedarf  es  aber  noch  eines  Überein- 
kommens bezüglicli  der  Vorzeichen  von  ^^  und  ^).  Wenn  X 
positiv  genommen  wird,  so  wird  nach  1  b)  Li  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  A;  positiv  oder  negativ  ist.  Im  ersten  Falle 
ist  das  Drehungsmoment  „links",  im  zweiten  „rechts"  herum. 
Somit  sind  nach  der  auf  S.  98  eingeführten  Bezeichnung  die 
Strahlen  des  Komplexes  in  bezug  auf  seine  Achse  entweder 
alle  rechtsgängig  —  wenn  1:  positiv  —  oder  alle  linksgängig  — 
wenn  /c  negativ.  —  Man  greife  nun -irgend  einen  Strahl  des 
Komplexes  heraus  und  wähle  seinen  Standpunkt  so,  daß  die 
Achse  „hinter"  dem  Strahl  bleibt  und  ihre  Positivrichtung 
nach  „oben"  geht.  Dann  weicht  die  Positivrichtung  der  Achse 
vom  Strahl  nach  links  um  einen  spitzen  Winkel  (p  ab,  wenn  /c 
positiv  (Figur),  und  nach  links  um  einen  stumpfen  Winkel  9), 
wenn  /o  negativ  ist.  Im  ersten  Falle  ist  also  tgqp  positiv,  im 
letzteren  negativ  zu  nehmen,  wenn  z/,  wie  wir  festsetzen  wollen, 
absolut,  also  ohne  Vorzeichen  gesetzt  wird. 

Wenn  z/  =  0,  so  ist  nach  4)  9)  =  90",  d.  h.  alle  Gerade, 
welche  die  Achse  senkrecht  schneiden,  gehören  dem  Komplex 
an.  Je  größer  /J  wird,  desto  kleiner  wird  (p.  Ist  z:/  =  fc,  so 
wird  <jp  =  450.  Man  kann  daher  die  Konstante  des  Komplexes 
auch  definieren  als  den  Abstand  derjenigen  seiner  Strahlen  von 
der  Achse,  die  mit  dieser  einen  Winkel  von  45*^  bilden.  Wird 
/l  größer  als  /.;,  so  wird  (p  <<  45o  und  für  lim  z/  =  00  wird 
lim  g)  =  0,  d.  h.  die  Richtung  der  Strahlen  nähert  sich  immer  mehr 
der  Richtung  der  Achse,  je  größer  der  Abstand.  Aber  Strahlen 
parallel  zur  Achse  gibt  es  nur  im  Unendlichen. 

Wenn  ]i  =  0,  so  ist  z/  =  0  oder  cp  ^  0,  d.  h.  der  Komplex 
besteht  aus  allen  Geraden,  welche  die  Achse  schneiden  oder  ihr 
parallel  sind  (d.  h.  die  Achse  in  der  Unendlichkeit  schneiden). 
Der  zweite  Grenzfall  h  =  00  gibt  cp  =^  OO".  Der  Komplex 
besteht  dann  aus  allen  zur  Achse  senkrechten  Geraden.  Er 
hat  somit  keine  eigentliche  Achse  mehr,  da  eine  jede  zu  den 
Strahlen  senkrechte  Gerade  als  Achse  genommen  werden  kann. 

Wenn  nun  auch  diese  eben  geführten  Untersuchungen  die 
geometrische  Struktur  linearer  Strahlenkomplexe  wohl  der  un- 
mittelbaren Anschauung  zugänglich  machen,  so  wird  man  doch 
bereitwillig  zugeben,   daß   die  anderen  linearen  Gebilde,  also: 
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geradlinige  Punktreihe,  Ebenenbüscbel  und  Strahlenbüschel, 
ebenes  System  und  Bündel  ungleich  leichter  aufgefaßt  werden 
und  klarer,  deutlicher  vor  Augen  stehen.  Es  fehlt  dem  linearen 
Strahlenkomplex  in  mancher  Hinsicht  die  Einfachheit  des 
linearen  Charakters  und  der  Grund  hiervon  ist  vom  analytischen 
Standpunkt  in  der  Identität  6),  §  10  zu  suchen,  welche  für 
die  Koordinaten  der  geraden  Linie  vom  zweiten  Grade  ist. 


Das  Nullsystem.  Die  Beschaffenheit  des  linearen 
Komplexes  wird  wesentlich  durch  seine  Beziehungen  zu  den 
Punkten  und  Ebenen  des  Raumes  bedingt. 

Welche  Strahlen  desselben  gehen  durch  einen  be- 
liebig gegebenen  Punkt  im  Räume  und  welche  liegen 
in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene? 

Zur  Beantwortung  der  ersten  Frage  setze  man  die  Aus- 
drücke 1)  und  4),  §  10  der  Plückerschen  Koordinaten  durch 
zwei  Punkte  Pq  und  Pj  der  Geraden  in  1  b)  ein.  Man  erhält: 
yo^i  —  -äo^/i  —  ^  (^1  —  Xo)  =  0.  1  C| 

Diese  Gleichung  ist  für  jeden  der  beiden  Punkte  Po  und 
Pi  vom  ersten  Grade.  Nimmt  man  den  einen  Pq  als  gegeben 
an,  so  muß  der  andere  P^  somit  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
durch  Po  geht,  da  1  c)  identisch  erfüllt  wird  für  x\  =  x^, 
y^  ^  ?/o,  ^j  =  3(^.  Nun  ist  aber  PqPi  ein  Strahl  des  Komplexes, 
also: 

Sämtliche  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  des 
Raumes  gehende  Strahlen  des  Komplexes  liegen  in 
einer  Ebene  E  und  bilden  daher  ein  Strahlenbüschel. 

Ganz  ebenso  würde  nach  Einsetzen  von  11),  ^j  10  in  Ver- 
bindung mit  12),  §  7,  S.  76  zu  schließen  sein: 

Sämtliche  in  einer  gegebenen  Ebene  E  liegende 
Strahlen  des  Komplexes  gehen  durch  einen  Punkt  P 
und  bilden  daher  ein  Strahlenbüschel. 

Beide  Sätze  sind  hier  Umkehrungen  voneinander;  sie 
sagen  aus,  daß  alle  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  auch  in  einer  Ebene  liegen  und  umgekehrt. 

Mit  dem  linearen  Strahlenkomplex  ist,  wie  wir  eben  ge- 
sehen, innigst  verknüpft  eine  eigenartige  reziproke  Ver- 
wandtschaft  zwischen   Punkt   und    Ebene,    das    sogenannte 
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„Xiillsystem",  mit  dem  charnkteristischen  Merkmal,  daß  jeder 
Punkt  auf  der  ihm  zugeordneten  Ebene  liegt.  Läßt  man  in 
Ic)  bei  sCo,  t/oi  ^0  fleii  Index  fort  und  bezeichnet  demzufolge 
1*0  einfach  mit  P,  so  ist  die  Gleichung  der  diesem  Punkt  P 
entsprechenden  Ebene  E: 

—  x\k  —zy^  -\-  z^y  +  fca:  =  0, 
wenn  .Tj,  y/,,  ^'i  die  laufenden  Koordinaten  sind. 

Hieraus  sind  die  Koordinaten  w,  v,  w  dieser  Ebene  E  zu 
entnehmen: 

X  kx  lex  ' 

woraus  sofort  durch  Umkehrung  folgt: 

1  l-iü  Icv  _, 

u        ^  u  u  ' 

5)  oder  6)  sind  die  Formeln  für  das  Nullsystem,  denn 
sie  geben  zu  jedem  Punkt  P{xyz)  die  zugehörige  Ebene  E{uvw) 
(Fig.  14)  und  zu  jeder  Ebene  E  den  zugehörigen  Punkt  P.  Daß 
aber  stets  P  auf  E  liegt,  kann  man  zum  Überfluß  noch  aus 
dem  Umstände  ersehen,  daß  der  Ausdruck: 

ux  -\-  vy  -\-ivz  -\-  l 
nach  Einsetzen   von  5)   oder  6)   identisch   gleich  Xull  wird  *), 
wie  es  sein  muß. 

Aus  5)  und  6)  folgt  nach  der  Definition  der  Ebenen- 
koordinaten tiviv  (S.  75),  daß  p  =  x.  E  geht  also  durch 
den  Fußpunkt  Q  des  von  P  auf  die  Achse  gefällten  Lotes. 
E  geht  also  auch  durch  dieses  Lot  selbst.  Dasselbe  ist  eben 
auch  ein  Strahl  des  Komplexes,  wie  vorhin  gezeigt. 

Zur  Bestimmung  von  E  bedarf  man  also  noch  eines  zweiten 
durch  P  gehenden  Strahles.  Hierzu  nimmt  man  wohl  am 
besten  den  auf  dem  Lot  QP  =  zi  senkrechten,  dessen  Neigung 
<f  gegen  die  Achse  durch  4)  bestimmt  wird.  Da  er  zur  Pro- 
jektion der  Achse  auf  E  parallel  ist,  so  ist  g?  auch  der 
Neigungswinkel  der  Achse  gegen  E.  Daher  die  folgende 
Konstruktion  des  Nullsystems  (Fig.  14): 

Um  zu  einem  gegebenen  Punkt  P  die  zugehörige  Ebene  E 
zu  finden,  fälle  man  das  Lot  QP  =  zJ  auf  die  Achse  und  lege 


*)   Daher    der  Name  „Nullsystem"   zur  Unterscheidung    von    den 
anderen  reziproken  Verwandtschaften,  z.  B.  der  polaren  (§  18). 
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durch  z/  eine  Ebene  E  so,  daß  sie  mit  der  Achse  den  aus 
2)  bestimmten  Winkel  cp  bildet.  Dann  ist  E  die  zu  P  zu- 
geordnete Ebene. 

Um  zu  einer  gegebenen  Ebene  E  den  zugehörigen  Punkt  P 
zu  finden,  ziehe  man  in  E  durch  den  Schnittpunkt  Q  mit  der 
Achse  die  zu  dieser  senkrechte  Gerade  und  trage  auf  letzterer 
von  Q  aus  die  nach  2)  aus  dem  Winkel  (p  zwischen  Ebene 
und  Achse  zu  ermittelnde  Länge  zi  auf.  Der  Endpunkt  ist 
dann  der  zu  E  zugeordnete  Punkt  P*). 

Im  besonderen  ist  hiernach  einem  Punkt  der  Achse  die 
durch  ihn  gehende,  zur  Achse  senkrechte  Ebene  konjugiert. 
Als  Grenzfall  ergibt  sich  hiernach  noch,  daß  der  unendlich 
fernen  Ebene  entsprechen  muß  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Achse. 

Entsprechende  oder  konjugierte  Gerade  des  Null- 
systems. Das  Nullsystem  ist  ein  besonderer  Fall  der  rezi- 
proken Verwandtschaft  überhaupt.  Beschreibt  also  der 
Punkt  P  eine  auf  einer  Geraden  ?i  liegende  Punktreihe,  so 
muß  E  ein  Ebenenbüschel  beschreiben,  d.  h.  sich  um  eine 
Gerade  /g  drehen.  Diese  beiden  Geraden  1^  und  ?2  entsprechen 
sich  also  oder  sind  zueinander  konjugiert. 

So  hat  daher  jede  Gerade  ?i  im  Raum  ihre  konjugierte 
Gerade  /g,  die  durch  /^  bestimmt  ist  und  deren  Koordinaten 
also  durch  diejenigen  von  l^  ausdrückbar  sein  müssen.  Man 
findet  diese  Ausdrücke  ohne  Mühe  auf  folgendem  W^ege: 

Es  seien  Pj  (a-j,  y^,  z^)  und  P^  {x^^  y^,  z-^  irgend  zwei 
Punkte  im  Räume  und  E^  («i,  Vj,  iv^\  E^  (t(2>  ^a»  '^'2)  die  ihnen 
entsprechenden  Ebenen,  so  daß  nach  5): 


"1 


1  ^\  ,     Ih 


1  ^2  I       ^2 

**2   ~"  7"  '      ^2    —  -f  -  1        *^2   +  T—  • 

*^2  /tfcCo  ft'U/2 

Pj  und  P2  liegen  auf  einer  Gerade  J^,  der  die  Schnittlinie 
I2  von  El   und  E2   entspricht.     Die   Koordinaten  A'j,    l'j,   Z^, 

ii,   ilfi,   JVi    von   7i   folgen  daher  nach  1)   und  4),  §  10,  die 
Koordinaten:  A'g,  1^21  -^2»  ^21  -^^25  ^"2  von  1^  aber  nach  II),  ^  10. 


*)  Die   in   diesen  Angaben   noch   liegende  Zweideutigkeit   der   Kon- 
struktion ist  nach  den  Bemerkungen  auf  S.  117  zu  heben. 
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Setzt  man  in  letztere  dann  die  Formeln  4)  ein  und  multipliziert 
darauf,  da  es  ja  doch  nur  auf  die  Verbältnisse  ankommt,  mit 
dem  gemeinsamen  Nenner  ÄXja^a,  so  wird  zuletzt  sehr  einfach: 

\-    ^    r  V    A'  y    y 

Diese  Gleichungen  geben  zu  jeder  Geraden  l^  die  zugehörige 
Gerade  l^,  die  im  allgemeinen  zu  1^  windschief  ist.  Denn  setzt  man 
nach  14  a),  §  10  die  Bedingung  des  Schneidens  an,  so  folgt  nach  7): 

]c\\^  +  VV  +  2r,  Jl,  +  2Z,JS\  =  0, 

oder  wenn  die  Identität  6),  >;  10  benutzt  wird: 

fcAV_2.YiX, +^i,2^0, 

d.  h.  (kX^  —  ii)2  =  0,    L,  =  kX,. 

Dann  aber  ist  1^  ein  Strahl  des  Komplexes.  Doch  auch 
für  einen  solchen  findet  kein  Schneiden,  sondern  ein  Zu- 
sammenfallen statt.  Denn  die  Bedingung  Xi  ^  kX^  ver- 
wandelt die  erste  und  vierte  der  Gleichungen  7)  in:  X2  =  A'j, 
X2  =  Xi,  und  da  die  vier  übrigen  Koordinaten  von  /^  und  /g 
sowieso  übereinstimmen,  so  muß  in  der  Tat  1^  mit  l^  identisch 
sein.     Also: 

Ein  Strahl  des  Komplexes  ist  sich  selbst  konjugiert. 
Und  umgekehrt:  Ist  eine  Gerade  sich  selbst  konjugiert,  so  ist 
sie  ein  Strahl  des  Komplexes. 

Dieser  Sachverhalt  ist  auch  geometrisch  sehr  leicht  zu  er- 
klären. Denn  wenn  man  einen  Punkt  auf  einem  Strahl  l  des 
Komplexes  laufen  läßt,  so  muß  die  konjugierte  Ebene  nach 
der  Definition  stets  durch  l  hindurchgehen. 

Zwei  konjugierte,  aber  nicht  zusammenfallende  Gerade  1^ 
und  I2  haben  eine  sehr  innige  Beziehung  zu  dem  Komplex,  die 
sich  sofort  bei  Hinzuziehung  irgend  einer  dritten  Geraden  7, 
welche  beide  schneidet,  herausstellt.  Denn  aus  den  Bedingungen: 

XL,  4-  LX,  +  131,  +  31  J\  +  ZX,  +  XZ,  =  0, 
XL2  +  LX2  -\-  X3I2  +  31  l'a  +  ZX^  +  XZ2  =  0 

folgt  nach  7)  sofort  durch  Subtraktion: 

X{L,  -L,)^L  {X,  -  X,)  =  0, 
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oder,  wenn   auch  noch  A'2  und  Lg  aus  7)  eingesetzt  werden: 

(L -kX)'  (ii  -  A-.YO  =  0, 
d.  h.    entweder    ist    7^    ein   Strahl    des   Komplexes   (was    aus- 
geschlossen wurde),  oder  l  ist  ein  solcher.     Also: 

Jede  Gerade  7,  welche  irgend  zwei  konjugierte  und 
nicht  zusammenfallende  Gerade  7i  und  Zg  schneidet, 
ist  ein  Strahl  des  Komplexes. 

Das  umgekehrte  Beweisverfahren  ergibt  die  folgende  Um- 
kehrung: 

Schneidet  ein  Strahl  l  des  Komplexes  eine  Gerade 
7i,  so  schneidet  er  auch  die  konjugierte  Gerade  J^- 

Läßt  man  z.  B.  7^  mit  der  Achse  zusammenfallen ,  so  ist: 
Y,  =  Z,  =  L,  =  M,  =  X,  =  0 
und  aus  7)  folgt  dann: 

Y,  =  Z,  =  X,  =  31,  =  X,  =  0, 
d.  h.  J2  fällt  mit  der  unendlich  fernen,   zu  1^  senkrechten  Ge- 
raden   zusammen  *).     Folglich    muß   jede    Gerade,   welche   die 
Achse  senkrecht  schneidet,  ein  Strahl  des  Komplexes  sein,  wie 
in  diesem  besonderen  Falle  schon  früher  erwiesen  wurde. 

Ferner  folgt  auch,  daß  jede  Parallele  zu  J^i  welche  7i 
schneidet,  und  jede  Parallele  zu  7i,  welche  72  schneidet,  dem 
Komplex  angehört.  Verbindet  man  aber  endlich  die  beiden 
unendlich  fernen  Punkte  von  7i  und  72,  so  entsteht  ein  un- 
endlich ferner  Strahl  des  Komplexes,  der  also  durch  den  kon- 
jugierten Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  h.  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  der  Achse  gehen  muß.  Oder  mit 
anderen  Worten: 

Die  Richtung  der  Achse  und  die  Richtungen  zweier  kon- 
jugierter Geraden  sind  parallel  zu  ein  und  derselben  Ebene. 
Oder  auch:  Es  gibt  eine  vierte  Richtung,  welche  auf  allen 
dreien  senkrecht  steht. 

Diese  Sätze  ermöglichen  die  geometrische  Konstruktion  der 
konjugierten  Geraden  72  zu  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  1^. 
Man  suche  diejenige  Gerade  7  auf,  welche  1^  und  die  Achse 
senkrecht  schneidet.     Es  seien  I\  und  Q  die  beiden  Schnitt- 


*)  Die  Achse  eines  linearen  Strablenkomplexes  kann  also  ancli 
definiert  werden  als  diejenige  Gerade  im  Raum,  welcher  im  zuofehörigeu 
Nullsystem  eine  unendlich  ferne  und  zu  ihr  senkrechte  Gerade  konjugiert  ist. 
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punkte  (7*1  und  7,,  Q  auf  der  Achse),  also  Ql\  =  z/,  der 
kürzeste  Abstand.  Da  7  ein  Strahl  dos  Komplexes  ist,  welcher 
7i  schneidet,  so  muß  auch  die  zu  suchende  Konjugierte  J^  von 
/  geschnitten  werden.  Der  Schnittpunkt  sei  Pg-  ^'uu  aber 
steht  7  senkrecht  auf  der  Achse  und  auf  7i,  also  auch  senkrecht 
auf  /a?  d.  h.  7  schneidet  sowohl  die  Achse,  als  auch  7i,  als 
auch  7o  senkrecht. 

Außer  Ql\  =  J^  werde  noch  die  Neigung  (p^  von  /j  gegen 
die  Achse  eingeführt.  Es  sind  dann  noch  QF^  =  A^  und  die 
Neigung  (pg  von  72  gegen  die  Achse  zu  finden.  Hierzu  denke 
man  sich  durch  Pi  die  Parallele  zu  72,  durch  P,  die  Parallele 
zu  7i,  so  daß  der  ersteren  die  Bestimmungsstücke  z/^  und  (jp2i 
der  zweiten  aber  z/j  und  ff^  zukommen.  Diese  Parallelen  sind 
aber  auch  Strahlen  des  Komplexes,  also  nach  4): 

z/i .  tg  ^2  =/^2  •  tg  <5Pi  =  A-.  8) 

Damit  sind  /l^  und  ^2  gegeben  und  die  Ermittelung  der 
Lage  von  7^  ist  beendet.  Ist  z.  B.  ^j  =  0,  so  wird  A^  =  00, 
d.  h.  7.;  liegt  unendlich  fern  oder:  den  Parallelen  zur  Achse 
entsprechen  unendlich  ferne  Linien.  Ist  z/j  =  0,  so  wird 
tgqP2  '^  °°i  ^'  li-  wenn  7,  die  Achse  schneidet,  so  steht  7o  auf 
ihr  senkrecht.  Ist  aber  z/j  •  tg  qp^  =  Ä;,  so  folgt  nach  8) 
z/2  =  z/i,  tg  9^2  =  tg^Di,  d.  h.  72  fällt  mit  7^  zusammen,  wie  es 
sein  muß,  da  dann  7i  nach  4)  ein  Strahl  des  Komplexes  wird. 

Die  in  8)  noch  enthaltene  Zweideutigkeit  der  Konstruktion 
von  72  wird  wie  bei  den  früheren  Konstruktionen  der  Komplex- 
strahlen gehoben.  Man  findet,  daß  7i  und  72  entweder  beide 
linksgängig  oder  beide  rechtsgängig  zur  Achse  sind  und  daß, 
wenn  fc  positiv,  im  ersteren  Falle  P^  und  Pg  auf  derselben 
Seite  von  ^,  im  zweiten  auf  verschiedenen  Seiten  von  Q  liegen; 
wenn  fe  aber  negativ,  so  umgekehrt  im  ersteren  Falle  auf  der- 
selben, im  zweiten  auf  verschiedenen  Seiten  von   (^  liegen. 


Nullsysteme  und  Kraftsysteme.  Dieser  kurze  Abriß 
einer  Tinalytisch  geometrischen  Theorie  der  linearen  Strahlen- 
komplexe und  der  mit  ihnen  verbundenen  Nullsysteme  ist 
noch  durch  Aufdeckung  des  innigen  Zusammenhanges  mit  der 
für  die  Mechanik  so   wichtigen  Theorie   der  Kraftsvsteme  ab- 
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zuschließen.  Hierzu  bedarf  es  nur  kleiner  Umformungen  der 
Formeln  7),  deren  erste  in  dem  erlaubten  Wechsel  des  Vor- 
zeichens in  den  sechs  Koordinaten  von  1^  besteht,  worauf 
diese  Formeln  lauten: 

Die  erste  und  letzte  Gleichung  können  auch  so  geschrieben 
werden : 

.Y,  +  X,  =  -^(L,- kX\l     L,+  L,  =  (L,  -  JcX,). 

Der  hier  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Größe  L^  —  IcX^ 
kann  man,  wenn  sie  nicht  =  0,  also  1^  kein  Strahl  des  Kom- 
plexes ist.  jeden  beliebig  angenommenen  Wert  geben,  weil  es 
erlaubt  ist,  die  Koordinaten  von  1^  oder  7o  mit  derselben  Zahl 
zu  multiplizieren.     Setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

L,-kX\  =  Z,     -jXL,-hX,)  =  X,  9) 

so  werden  dann  die  Formeln  7): 

X,  +  X,  =  X,     1\  +  1,  =  0,     Z,+  Z,  =  0, 

L,+  L,  =  L.  3I,^3I,  =  0,  JV,i-X\  =  0.  ^"' 
Bekanntlich  kann  man  irgend  ein  System  von  Kräften, 
die  an  einem  „starren"  Körper  angreifen,  immer  ersetzen  durch 
eine  Einzelkraft  X  und  ein  Kräftepaar  L.  dessen  Pfeil 
die  Richtung  der  Kraftlinie  X  (oder  die  entgegengesetzte 
Richtung)  hat.  Macht  man  diese  Kraftlinie  zur  a'- Achse,  so 
sagen  die  Gleichungen  10)  aus,  daß  ein  solches  Kraftsystem 
auch  ersetzt  werden  kann  durch  zwei  Einzelkräfte,  deren 
Kraftlinien  1^  und  ?2  zueinander  windschief  sind.  Dabei  kann 
die  eine  Linie  1^  willkürlich  angenommen  werden,  worauf  die 
andere  I.2  zur  Konjugierten  von  1^  in  demjenigen  Nullsystem 
wird,  dessen  Achse  mit  der  Kraftlinie  von  X  zusammenfällt 
und  dessen  Konstante  Je  nach  9)  durch  die  Formel: 

/.  =  -  ^- 
X 

aus  dem  Verhältnis  von  L :  X"  zu  bestimmen  ist.  Nur  darf 
7i  kein  Strahl  des  zugehörigen  Komplexes  sein,  weil  dann 
/i   und   ^2    zusammenfallen    und    die    beiden    Kräfte   unendlich 
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groß  uud  entgegengesetzt  gerichtet  sein  würden.  Denn  da 
für  einen  solchen  Strahl  X,  — /•;  Xi  =  0,  so  gehört  ein  unendlich 
großer  Faktor  dazu,  um  die  Gleichungen  9)  zu  erfüllen. 

Umgekehrt  kann  man  zwei  gegebene  Kräfte  JT,  und  Ä'j, 
die  in  irgend  zwei  zueinander  windschiefen  Geraden  1^  und  1^ 
liegen  und  au  einem  „starren"  Körper  angreifen,  auf  sehr 
einfache  Weise  recht  willkürlich  durch  zwei  andere  Kräfte 
K\  und  K'2  ersetzen.  Man  schneide  nämlich  7i  und  /g  durch 
dieselbe  Gerade  J  in  Pj  und  P21  nehme  auf  l  irgend  zwei 
gleich  große  entgegengesetzt  gerichtete,  also  sich  aufhebende 
Kräfte  2h  und  ^jg  3-n  und  setze  ifj  und  2^1  zu  einer  Resultante 
K\,  Ä'2  und  2h  zu  einer  Resultante  K'2  zusammen.  Dann 
sind  in  der  Tat  K\  und  K'^  zu  K^  und  K2  äquivalent. 

Es  seien  l\  und  /'a  die  neuen  Kraftlinien.  Nach  der  Kon- 
struktion schneiden  sich  7',  und  1^  und  ebenso  V2  und  Zj  und 
man  erkennt  leicht,  daß  man  für  1\  irgend  eine  Gerade 
nehmen  kann,  welche  l^.  nicht  aber  /g  schneidet.  Denn  mit 
1\  ist  zunächst  Pj  als  Schnittpunkt  von  J\  und  /j  bestimmt. 
Die  Gerade  l  geht  auch  durch  P^  und  liegt  in  der  Ebene 
durch  li  und  V^.  Letztere  schneidet  /g  iu  einem  Punkte,  der 
mit  Punkt  P.,  übereinstimmen  muß.  Also  ist  auch  l  bekannt 
und  man  hat  nur  noch  die  beiden  gleichen  Kräfte  2h  und  i)^ 
so  zu  wählen,  daß  die  Resultante  von  K^  und  2h  iu  clie  Linie 
/'i  hineinfällt. 

Soll  aber  1^  durch  irgend  eine  Gerade  l'\  ersetzt  werden,  die 
zu  7i  windschief  ist.  so  ziehe  man  eine  beliebige.  1^  und  V\ 
schneidende  Gerade,  betrachte  sie  als  J\  und  gehe,  wie  eben 
auseinandergesetzt,  von  /^  auf  J\  und  ebenso  von  1\  auf  V\ 
über.  Dann  wird  /g  ßi'st  durch  eine  andere  Gerade  J'2  und 
dann  durch  die  zu  l'\  konjugierte  Gerade  l"^  ersetzt. 

So  ist  also  das  Nullsystem  mit  seinen  konjugierten  Geraden 
wirklich  nichts  anderes  als  irgend  ein  Kraftsystem,  so- 
fern man  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  durch 
zwei  Einzelkräfte  zu  ersetzen  sucht.  Noch  sei  die  Be- 
merkung daran  geknüpft,  daß.  wenn  die  eine  Kraftlinie  1^ 
parallel  zur  Achse  des  Nullsystems  genommen  wird,  so  die 
andere  /g  unendlich  fern  liegt,  d.  h.  daß  die  zweite  Kraft 
zum  Kräftepaar  wird.  Läßt  man  aber  J^  mit  der  Achse 
selbst   zusammenfallen,    dann   ist   der  Pfeil   des   Kräftepaares 
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mit  li  gleich  gerichtet  und  man  kommt  wieder  auf  die  all- 
gemein übliche  Darstellung  eines  Kraftsystems  durch  eine 
Einzelkraft  und  ein  solches  Kräftepaar  zurück. 

Ubangsaafgaben. 

1.  Gegeben  zwei  Gerade  1^  und  l^,  eine  jede  durch  ihre  sechs 
PI  ück  er  sehen  Koordinaten.  Es  ist  das  Kriterium  dafür  aufzustellen,  ob 
sie  zueinander  links-  oder  rechtsgängig  sind.  Wie  groß  ist  die  Konstante 
des  Komplexes,  in  dem  Zj  die  Achse  und  Li  irgend  ein  Strahl  sein  soll? 

2.  Aus  der  Theorie  der  Nullsysteme  die  Existenz  solcher  Tetraeder 
zu  beweisen,  die  zugleich  ein-  und  umbeschrieben  sind  (so  daß  die  Ecken 
des  einen  auf  den  Flächen  [unbegrenzt  erweitert  gedacht]  des  anderen 
und  umgekehrt  liegen).  Im  besonderen  sind  zwei  gleichgroße  reguläre 
Tetraeder  in  eine  solche  Lage  zu  bringen. 

3.  Gegeben  zwei  Punkte  P^  und  P.2.  Gesucht  die  Gleichung  für  den 
Komplex  aller  Geraden  l  derart,  daß  die  beiden  Ebenen,  die  eine  durch  / 
und  J\,  die  andere  durch  l  und  P«  aufeinander  senkrecht  stehen. 


§  12. 

Zwei  Komplexe.    Ihre  gemeinsamen  Strahlen.    Drei 
Komplexe.    Regelflächen.    Tier  Komplexe. 
Zwei  Komplexe.     Werden    zwischen    den   Koordinaten 
einer  Geraden  Z  zwei  Gleichungen: 

F,  (A-,  y,  Z,  i,  3f,  3^  =  0,  F,  (X,  r,  Z,  i,  JU,  X}  =  0  1) 
angesetzt,  zu  denen  noch  die  Identität: 

Xi+  riH  +  Z3  =  0  2) 

hinzutritt,  so  wird  im  allgemeinen  eine  zweifach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Geraden  bestimmt,  wie  umgekehrt  jede 
solche  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  zu  ihrer  analy- 
tischen Darstellung  zweier  Gleichungen  von  der  Form  1)  be- 
darf. Solche  Mannigfaltigkeiten  sind  z.  B.  sämtliche  Normalen 
einer  beliebigen  krummen  Fläche,  d.  h.  sämtliche  Geraden, 
welche  in  den  Punkten  der  Fläche  auf  den  zugehörigen  Be- 
rührungsebenen senkrecht  stehen.  Diese  Gesamtheit  von  Nor- 
malen hat  außerordentlich  merkwürdige  Eigenschaften,  wie  z.B., 
daß  alle  zu  einer  gegebenen  Normalen  unendlich  benachbarten 
Normalen,  also  ein  sogenanntes  unendlich  dünnes  Bündel  von 
Normalen  zwei  ganz  bestimmte,  zueinander  windschiefe  und 
senkrechte  Geraden,  die  sogenannten  „Krümmungsachsen" 
schneidet   (vgl.  hierzu   die  nachfolgenden  Betrachtungen),   und 
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daß  umgekehrt  jede  Gesamtheit  von  Geraden,  welche  diese 
Eigenscliaft  besitzt,  mit  der  (Jesamtheit  aller  Normalen  an 
eine  im  gegebenen  Fall  vielleicht  erst  noch  zu  bestimmende 
Fläche  übereinstimmt. 

Diese  wenigen  allgemeinen  Bemerkungen  mögen  noch 
durch  kurzes  Eingehen  auf  den  einfachsten  Fall  erläutert 
werden,  daß  die  beiden  Gleichungen  1)  linear,  also  von  der 
Form  sind: 

F,  =  a,X+  b,  ¥-\-  c,Z  +  (hL  +  c,3I  +  f,X=  0,      4) 

wo  die  zwölf  Koeffizienten  a^,  c/j,  6i,  fegi  •••  ^Is  beliebig  ge- 
geben vorausgesetzt  werden. 

Es  handelt  sich  dann  also  um  die  gemeinsamen  Strahlen 
irgend  zweier  linearer  Komplexe.  Da  ist  zunächst  zu  bemerken, 
daß  durch  lineare  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  zu  der 
neuen  Gleichung: 

F  ^F,^XF,  =  0  5) 

ein  ganzes  „Büschel"  von  Komplexen  gebildet  wird,  und  daß 
selbstverständlich  jeder  gemeinsame  Strahl  der  beiden  ge- 
gebenen Komplexe  zugleich  ein  Strahl  in  jedem  anderen  Kom- 
plex dieses  Büschels  sein  muß. 

Unter  diesen  unendlich  vielen  Komplexen  gibt  es  im 
allgemeinen  zwei,  welche  ausarten,  d.  h.  aus  allen  Geraden  be- 
stehen, welche  ein  und  dieselbe  Gerade  schneiden.  Denn  die 
notwendige  Bedingung  verwandelt  sich  nach  3),  §  11  in  die 
quadratische  Gleichung  für  A: 

+  (Ci  +  AcO(/;+^/'2)=0,  ^ 

deren  beiden  Wurzeln  jene  beiden  Komplexe  entsprechen. 

Sind  sie  reell  und  verschieden,  so  gibt  es  also  zwei  Ge- 
rade 7i  und  /g,  welche  von  allen  gemeinsamen  Strahlen  ge- 
schnitten werden  müssen.  Da  nun  die  beiden  gegebenen  Kom- 
plexe durch  irgend  zwei  andere  des  Büschels,  also  auch  die 
beiden  eben  genannten  ersetzt  werden  können,  so  ist  auch 
umgekehrt  die  Gesamtheit  aller  Strahlen  identisch  mit  der 
Gesamtheit  aller  Geraden,  welche  sowohl  Z^  wie  Zg  schneiden. 
Wenn  aber  die  beiden  Wurzeln  einander  gleich  sind,  ?i  und  /g 
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also  zusammenfallen,  oder  wenn  sie  imaginär  sind,  so  fällt  diese 
überraschend  einfache  Konstruktion  fort.  Sie  muß  dann  durch 
andere  Konstruktionen  ersetzt  werden,  wie  etwa  folgendermaßen: 

Die  sämtlichen  Strahlen  eines  linearen  Komplexes,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  des  Raumes  gehen,  liegen 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  in  einer  Ebene  E.  Dies  gilt 
für  jeden  der  beiden  gegebenen  Komplexe.  Die  Schnittlinie 
der  beiden  zugehörigen  Ebenen  ist  also  der  durch  P  gehende 
gemeinsame  Strahl  der  Komplexe.     Daher: 

Durch  jeden  Punkt  P  des  Raumes  geht  im  allgemeinen 
nur  ein  gemeinsamer  Strahl. 

Ebenso  folgt: 

In  jeder  Ebene  E  des  Raumes  liegt  im  allgemeinen  nur 
ein  gemeinsamer  Strahl. 

(Ausgenommen  sind  die  Punkte,  welche  auf  den  vorher 
genannten  Linien  l^  und  J^  liegen  und  die  Ebenen,  welche 
durch  /i  und  1^  hindurchgehen.  Denn  liegt  z.  B.  P  auf  ?j,  so 
fallen  die  beiden  P  zugehörigen  Ebenen  zusammen,  da  sie 
beide  durch  /g  gehen.  Durch  P  gehen  also  dann  unzählig 
viele  geraeinsame  Strahlen,  die  zusammen  ein  /j  schneidendes 
Strahlenbüschel  bilden.) 

Besonders  einfach  liegt  aber  die  Sache,  wenn  die  quadra- 
tische Gleichung  6)  für  A  zur  Identität  wird,  wenn  also  alle 
Komplexe  des  Büschels  ausarten.  Es  ist  hierzu  notwendig,  daß 
nicht  allein  jeder  der  beiden  gegebenen  Komplexe  3)  und  4) 
ausarte,  sondern  auch,  daß  die  Geraden  /j  und  /a,  die  ge- 
schnitten werden  sollen,  sich  selbst  schneiden  [vgl.  14a),  $  10, 
S.  107].  Dann  bestimmen  1^  und  /a  ein  Strahlenbüschel  und 
jeder  Komplex  des  Komplexbüschels  besteht  aus  allen  Geraden, 
welche  einen  und  denselben  Strahl  dieses  Strahlenbüschels 
schneiden  [vgl.  15),  §  10,  S.  108]. 

Merkwürdigerweise  spaltet  sich  dann  die  Gesamtheit  aller 
gemeinsamen  Strahlen  in  zwei  nur  durch  das  Strahlenbüschel 
zusammenhängende,  sonst  aber  ganz  getrennte  Gebiete.  Denn 
wenn  eine  Gerade  /  zwei  sich  schneidende  Gerade  1^  und  J., 
schneiden  soll,  so  muß  sie  entweder  in  der  durch  /j  und  h 
gellenden  Ebene  E  liegen,  oder  durch  ihren  Schnittpunkt  P 
gehen.  Es  liegt  also  eine  Spaltung  vor,  in  solche  Gerade,  die 
in  E  liegen  und  in  solche,  die  durch  P  gehen. 
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Analytisch  erklärt  sich  diese  Eigentümlichkeit  so,  daß  im 
vorliegenden  Falle  aus  der  Identität  2)  vermittelst  3)  und  4) 
eine  zerfallende  Gleichung  zweiten  Grades  abgeleitet  werden 
kann.  Je  nachdem  man  nun  den  einen  oder  den  anderen 
Faktor  =  0  setzt,  erhält  man  den  einen  oder  den  anderen 
Teil  der  gemeinsamen  Strahlen. 

Zur  Erläuterung  diene  der  einfache  Fall,  daß  sich  die 
Gleichungen  3)  und  4)  auf: 

M  =0,     JV=  0 
reduzieren.     Die    erste   Gleichung    verlangt    dann,    daß   l   die 
t/-Achse,  die  zweite,  daß  1  die  ^-Achse  schneiden  solle.    In  der 
Tat  folgt  durch  Einsetzen  in  2)  sofort: 

X'L  =  0. 

Es  ist  also  entweder: 

M  =  0,     3"  =  0,     X  =  0 
oder: 

JMT  =  0,     3"  =  0,     Z  =  0, 

d.  h.  entweder  liegt  /  in  der  //^-Ebene,  oder  l  geht  durch  den 
Anfangspunkt  0. 


Drei   Komplexe.     Regelflächen.     Werden    drei   Kom- 
plexe durch  ihre  Gleichungen: 

F,  =  0,     F,=0,     F,  =  0  7) 

gegeben,  so  bilden  ihre  gemeinsamen  Strahlen  im  allgemeinen 
nur  noch  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit,  so  daß  man 
sie  aneinanderreihen  kann,  etwa  so,  wie  die  Punkte  einer 
Kurve, 

Denn  da  die  Identität: 

XL  +  YM^  ZX  =0  8) 

hinzutritt   und   sämtliche    Gleichungen    homogen    sein   müssen, 
so  sind  eigentlich  nur  fünf  Veränderliche,  z.  B.: 
T      Z      X      il^     X 
A'    A'    A'    A'    A 
und    vier   Gleichungen   vorhanden.      Es    kann    also    eine    Ver- 
änderliche, etwa  -^  beliebig  angenommen  werden,    worauf   die 

anderen  durch  die  Gleichungen  7)   und   8)   zu  ermitteln    sind. 

9 
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Da  nun  aber  auf  jeder  Geraden  einfach  unendlich  viele 
Punkte  liegen,  so  ist  die  Gesamtheit  aller  Punkte  auf  allen 
gemeinsamen  Strahlen  der  drei  Komplexe  doppelt  unendlich, 
d.  h.  diese  Strahlen  bilden  zusammen  eine  Fläche,  wie  sie 
ganz  allgemein  durch  eine  im  Raum  sich  bewegende  Gerade 
beschrieben  wird. 

Eine  solche  Fläche  nennt  man  Regelfläche.  Zur  Auf- 
findung ihrer  Gleichung  kann  man  die  Formeln : 

Zxj  —  Yz  =  i,  Xz  —  Zx  =  M,  Yx  —  Xy  =  X  9) 
hinzuziehen,  welche  die  analytische  Bedingung  dafür  dar- 
stellen, daß  der  Punkt  F(x^y,z)  auf  l  liege.  Da  aus  ihnen 
die  Identität  8)  unmittelbar  folgt,  so  kann  letztere  als  über- 
flüssig ausgeschaltet  werden.  Es  bleiben  dann  noch  die  sechs 
Gleichungen  7)  und  9).  Eliminiert  man  aus  ihnen  die  Ver- 
hältnisse : 

X  :Y:Z  :  L:  M  :  X 

[es  wird  sich  meist  empfehlen,  aus  9)  L3IX  in  7)  einzusetzen 
und  dann  X:Y:Zzn  eliminieren],  so  bleibt  die  Endgleiehung 
für  P{x,y,z),  d.  h.  die  Gleichung  der  Regelfläche  übrig. 
Als  Beispiel  hierzu  diene  folgende  Aufgabe: 
Eine  Gerade  l  bewege  sich  so,  daß  sie  beständig  an  drei 
beliebig  im  Räume  gelegenen  Geraden  li.lo.ls  entlaug  gleitet. 
"Welche  Regelfläche  beschreibt  sie  dabei?  [Siehe  Aufgabe  c)» 
§  4,  S.  46.] 

Hier  sind  drei  Gleichungen: 

F,  =  XL,  +  YM,  -h  ZX,  +  LX,  +  MY,  +  XZ,  =  0, 

F,  =  XL^  +  YM^  -f  ZX^  +  L  Xa  +  Jl  Y^  -[-  XZ^  =  0,   10) 

F,  =  XL,  +  Y3f  3  +  ZX,  +  LX,  +  MY,  +  XZ,  =  0 

zu    erfüllen.     Die   erste   nimmt   nach   Einführung   von  9)    die 
Gestalt  an: 

X{L,  +  zY,-yZ,)  +  Y{31,  ^  xZ,  -  zX,) 
-^Z{X,  +  yX,-xY,)  =  0. 

Formt  man  ebenso  die  beiden  anderen  um  und  eliminiert 
dann  X  :  Y :  Z,  so  wird  die  Endgleichung  durch  das  Null- 
setzen einer  Determinante  gebildet,  deren  erste  Horizontalreihe 
die  Elemente: 

L,-{-zY,  —  yZ,-     J/i  +  .rZi-.-A',;     X,-^yX,-xY, 
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hat,  während  die  anderen  aus  ihr  durch  Vertauscliung  des  Index  1 
mit  2  bzw.  3  hervorgehen.  Da  jedes  Element  der  Determinante 
in  bezug  auf  die  Koordinaten  xyz  des  laufenden  Punktes  vom 
ersten  Grade  ist,  so  scheint  es  fast,  als  ob  die  Regelfiäche  hier 
von  der  dritten  Ordnung  Wcäre.  Man  erkennt  aber  bald,  daß 
die  Glieder  dritten  Grades  sich  gegenseitig  aufheben,  wie  es 
auch  in  jenem  besonderen  Fall  der  vorliegenden  Aufgabe  war 
(S.  46  ff.).    Die  Regelfiäche  ist  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Um  aber  unmittelbar  den  zweiten  Grad  zu  erkennen,  muß 
man  etwas  anders,  etwa  folgendermaßen  vorgehen :  Man  nehme 
einen  zunächst  beliebigen  Punkt  F{x^y^z)  im  Räume  an  und 
bestimme  nach  Aufgabe  IV),  §  9,  S.  92  die  Koordinaten  der 
Ebenen  durch  P  und  1^  und  durch  P  und  l^-  Sie  sind  in  bezug 
auf  X,  II,  z  linear.  Diese  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  ?,  die  durch  P  hindurchgeht  und  7i,  sowie  /g  trifft. 
Die  Koordinaten  von  l  werden  daher  nach  den  Formeln  11), 
§  10  Ausdrücke  zweiten  Grades  in  .r,  i/,  z.  Soll  aber  Z  noch 
die  dritte  Gerade  /g  schneiden,  so  sind  diese  Ausdrücke  in  die 
dritte  der  drei  gegebenen  Gleichungen  10)  einzusetzen,  worauf 
in  der  Tat  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  P  entsteht. 
Daher: 

Bewegt  sich  eine  Gerade  l  so,  daß  sie  an  irgend 
drei  gegebenen  Geraden  /j,  ?2i  h  entlang  gleitet,  so 
beschreibt  sie  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Wie  sich  später  zeigen  wird,  ist  die  Fläche  im  allgemeinen 
ein  einschaliges  Hyperboloid  (vgl.  §  14).  Sind  /i,  J^  und 
^3  parallel  zu  einer  Ebene,  so  entsteht  im  besonderen  ein 
hyperbolisches  Paraboloid.  Schneiden  sich  aber  zwei  von 
ihnen,  etwa  /^  und  /g,  so  liegt  auf  der  Hand,  daß  eine  Gerade  7, 
welche  ?i,  l^  und  h  schneiden  soll,  entweder  durch  den  Schnitt- 
punkt P  von  /i  und  Ir,  gehen  und  in  der  Ebene  durch  P  und 
/g  liegen,  oder  in  der  Ebene  E  durch  /^  und  /g  liegen  und 
durch  den  Schnittpunkt  von  E  mit  /g  gehen  muß.  Die  Geraden  l 
bilden  also  zwei  Strahlenbüschel  und  die  Fläche  zerfällt  in  die 
beiden  Ebenen  derselben. 

Die  drei  ursprünglich  gegebenen  Geraden  /j,  /g,  /g  liegen 
selbstverständlich  auch  auf  der  Regelfläche,  gehören  aber 
natürlich  nicht  zu  der  Schar  von  Geraden  7,  welche  7i,  1^ 
und  Zg  schneiden.    Doch  sind  7i,  /ji  h  durchaus  nicht  vereinzelt, 
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sondern  gehören  einer  anderen  Schar  von  Geraden  der 
Fläche  an,  deren  Existenz  auf  folgende  einfache  Weise  nach- 
weisbar ist: 

Man  bilde  aus  10)  durch  lineare  Verbindung  die  neue 
Gleichung:  j^^p^  ^  ^^^^  +  hF,  =  0,  11) 

die  dann  auch  für  alle  Geraden  der  Schar  /  erfüllt  werden 
muß.     Sie   ist   linear,  wie  die  gegebenen,   also  von  der  Form: 

XL'  +  YM'  +  ZX'  +  iX'  +  MY'  +  XZ'  =  0, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

X,Y,  -f  X^Y^  +  A3 1-3  =  Y'  usw.  "^^ 

Bestimmt  man  /Ij,  l^i  h  so,  daß  auch  X\  Y' ...  Koordi- 
naten einer  Geraden  V  werden,  setzt  also  die  Bedingung: 

XL'  +  Y'M'  -j-  Z'X'  =  0, 
so  entsteht  nach  Einsetzen  von  12)  eine  quadratische  Gleichung 
für  Ai,  A2,  A3,  die  sich  übrigens  auf  die  Form: 
^AiAa  +  ^AaAg  +  C'AaAi  =  0 
reduzieren  muß,  weil  man  für  A2  =  A3  :^  0  auf  die  Linie  1^  usw. 
zurückkommt.    Man  kann  daher  Ag :  A^  beliebig  annehmen,  wor- 
auf A3 :  Ai  eindeutig  bestimmt  ist.     Daher : 

Wenn  eine  Schar  von  Geraden  /  drei  gegebene  Gerade 
/j,  Zg,  J3  schneidet,  so  schneidet  sie  zugleich  jede  Gerade  eioer 
zweiten  Schar  V.  Die  gegebenen  Geraden  /j,  /j,  I3  gehören  zu 
der  letzteren,  können  aber  durch  irgend  drei  andere  Gerade 
dieser  Schar  V  ersetzt  werden.  Die  beiden  Scharen  7  und  /' 
liegen  auf  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung,  sind  aber  durch- 
aus voneinander  verschieden.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
geht  eine  Gerade  1  und  eine  Gerade  V.  Sie  ist  also  auf  doppelte 
Art  eine  Regelfläche. 

Ausführlichere  Untersuchungen  über  diese  beiden  merkwür- 
digen Scharen  sind  einem  späteren  Abschnitt  vorbehalten  (§  19). 

Die  Regel  flächen.  Wenn  man  von  den  Ebenen  absieht, 
welche  eine  doppelt  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Geraden 
enthalten  und  also  auf  unendlich  verschiedene  Weise  als  Regel- 
fiäche  betrachtet  werden  können,  wenn  man  ferner  absieht 
von  den  Regelflächen  zweiter  Ordnung,  bei  denen  dies,  wie 
eben  gezeigt,  auf  zwei  Arten  möglich  ist,  so  wird  im  allgemeinen 
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eine  Fläche,  wenn  sie  überhaupt  eine  Regelfläche  ist,  eine 
solche  nur  auf  eine  Weise  sein  können. 

Eine  Kegeltläclie  ist  wie  jede  andere  Fläche  als  geo- 
metrischer Ort  ihrer  Punkte  ein  zweidimensionales  Gebilde; 
in  bezug  auf  die  Schar  der  Geraden,  durch  deren  Bewegung 
sie  erzeugt  werden  kann  und  die  man  deshalb  aucli  „Erzeu- 
gende" nennt,  erscheint  sie  aber  als  eine  einfache  und 
stetige  Folge  derselben.  Es  sei  P  irgend  ein  Punkt  der 
Fläche  und  1  die  durch  ihn  hindurchgehende  Erzeugende.  Da 
die  Tangentialebene  in  P  an  die  Regelfläche  alle  Nachbar- 
punkte enthält,  so  geht  sie  auch  durch  die  benachbarten  Punkte 
von  ?,  mithin  enthält  sie  l  ganz  und  gar.     Also: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  P  auf  einer  Erzeugenden  l,  so 
dreht  sich  die  Tangentialebene  E  um  7,  beschreibt  daher  ein 
Ebenenbüschel  mit  der  Achse  Z*). 

Die  Ebene  E  ist  Tangentialebene  im  allgemeinen  nur  für 
den  Punkt  P.  Im  übrigen  aber  schneidet  sie  in  die  Fläche  längs 
der  Linie  l  hinein.  Ist  die  Regelfläche  insbesondere  von  der 
zweiten  Ordnung,  d.  h.  ist  sie,  wie  vorhin  gezeigt,  im  zweifachen 
Sinne  Regelfläche,  so  fällt  die  Tangentialebene  in  P  mit  der  Ebene 
der   beiden   durch   ihn   hindurchgehenden  Geraden   zusammen. 

Abwickelbare  Flächen.     Der  eben  angeführte  Satz  er- 
leidet  eine   sehr  wichtige   Ausnahme    für   den    Fall,    daß    die 
Regelfläche,  wie  man  sagt,  „ab- 
wickelbar" ist.  Um  die  Struk-  ..r^^'^'x      \ 
tur  dieser  Art  von  Flächen  zu          X^    ">v^ 
durchschauen,  nehme  man  zu-       '^p---^/     /-./^    )^  ^\^ 
nächst  an,   daß  eine  Gerade  l        I       I   /' -/^.ly^ ^,,..^^-^-^^^^\ 

sich    um    einen    Punkt  P    in      (^\ f  'r/-y^'<^^^^ Ir \r 

einer  beliebigen  Ebene  E  drehe       ^Sr^'l^^  ^^^^:>J 

(Fig.   1.5),     aber     nicht     ganz         j4NCf  ^>^ 

herum,  sondern  nur  so,  daß  nur  p-    j- 

ein  Teil  des  Strahlenbüschels, 

nämlich  der  Winkel  APB  =  a  und  sein  Nebenwinkel  be- 
schrieben wird.  Nachdem  l  die  Lage  B'PB  erlangt,  möge 
Drehung   um   einen   anderen  Punkt  Pj    und   in   einer  anderen 

*)  Die  Punktreihe  P  und  das  Ebenenbüschel  E  werden  projektivisch 
aufeinander  bezogen,  wenn  man  jedem  Punkte  F  die  ihm  zugehörende 
Tangentialebene  E  zuordnet. 
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Ebene  E^  vor  sich  gehen,  wobei  ein  neuer  Winkel  BPiC  =  /i 
und  sein  Nebenwinkel  beschrieben  wird.  Darauf  folge  eine 
dritte  Drehung  um  den  l'unkt  Pg  in  der  Ebene  £'2  usw.  Auch 
kann  selbstverständlich  diese  Bewegung  nach  rückwärts  über 
Punkt  F  hinaus  beliebig  fortgesetzt  werden.  Die  Winkel  u, 
ß,  y  ...  bzw.  ihre  Nebenwinkel  bilden  dann  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  Regelfläche,  die  natürlich  durch  bloße  Biegung  um  die 
Schenkel  ÄA\  BB'  usw.  in  eine  einzige  Ebene  abwickelbar  ist. 

Jetzt  gehe  man  durch  die  Annahme  zur  Grenze  über,  daß 
sich  die  Punkte  P,  Pi,  Pg...  einander  unendlich  nähern 
und  benachbarte  Punkte  einer  beliebigen  Raumkurve  werden 
(man  denke  etwa  an  eine  Schraubenlinie).  Dann  nähern  sich 
die  Linien  P^,  PjB, P2C...  unbegrenzt  den  Tangenten  dieser 
Raumkurve  und  die  Winkel  «,  /3,  y  ...  werden  die  unendlich 
kleinen  '„Kontingenzwinkel"  zwischen  benachbarten  Tangenten. 
Die  Ebenen  ii',  £"1,  E^  ..-  aber  gehen  durch  zwei  benachbarte 
Tangenten  oder  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Kurve. 
Man  nennt  sie  „Schmiegungsebenen". 

Offenbar  bilden  die  Nebenwinkel  von  a,  /j,  y  ...  nichts 
anderes  als  die  Fortsetzung  der  Fläche  über  die  Raumkurve 
hinaus  nach  der  entgegengesetzten  Seite  und  beide  Teile  zu- 
sammen bilden  erst  die  vollständige  Fläche.  In  diesem  Sinne 
bezeichnet  man  auch  die  Raumkurve  als  Rückkehrkurve  der 
erzeugten  „abwickelbaren"  Fläche,  die  eben  deswegen  abwickel- 
bar heißt,  weil  sie,  wie  eben  erläutert,  durch  bloße  Biegung 
um  die  Erzeugenden  in  eine  Ebene  abgewickelt  werden  kann. 
Nach  dieser  Abwickelung  ist  die  R aurakurve  zur  ebenen  Kurve 
geworden,  die  beiden  Hälften  sind  zusammengeklappt  und 
bilden  den  außerhalb  der  Kurve  liegenden,  von  ihren  Tangenten 
durchzogenen  Teil  der  Ebene,  doppelt  genommen.  Man  sieht 
aber  wohl  deutlich,  daß  die  Rückkehrkurve  —  auch  vor  der 
Abwickelung  —  auf  der  Fläche,  selbst  nach  ihrer  Vervoll- 
ständigung durch  die  andere  Hälfte,  eine  messerscharfe  Kante, 
einen  Grat  bildet,  und  daß  daher  in  den  Punkten  dieser 
Kurve  von  einer  eigentlichen  Tangentialebene  keine  Piede  sein 
kann.     Also : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  /  so,  daß  sie  immer  die 
unmittelbar  benachbarte  schneidet,  so  beschreibt  sie 
eine  abwickelbare  Fläche.    Dieselbe  ist  auch  anzusehen  als 
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die  Fläche  aller  Tangenten  an  die  von  den  genannten  Schnitt- 
punkten gebildete  Kurve.  Diese  Tangenten  sind  die  Erzeu- 
genden der  Fläche.  Bewegt  sich  ein  Punkt  der  Fläche  auf 
einer  Erzeugenden,  so  fällt  die  Tangentialebene  beständig  mit 
der  Schmiegungsebene  im  Berührungspunkt  zusammen,  und  nur 
wenn  der  Punkt  sich  dem  Berührungspunkte  P  unbegrenzt  an- 
nähert und  durch  ihn  hindurchgeht,  dreht  sich  die  Tangential- 
ebene mit  einem  Male  um  ISO»  und  fällt  darauf  sofort  mit 
ihrer  alten  Lage  zusammen*). 

Die  Schmiegungsebene  in  einem  Punkte  P  der  Raumkurve 
geht  sozusagen  durch  drei  benachbarte  Punkte  und  „schmiegt" 
sich  daher  der  Kurve  in  P  inniger  au,  als  jede  andere  durch 
P  gehende  Ebene.  Sie  ist  die  „augenblickliche"  Ebene  der 
Kurve.  Um  dies  klar  einzusehen,  stelle  man  sich  noch  eine 
zweite  durch  die  Tangente  in  P  gehende  Ebene  vor,  von  der 
mau  verlangen  kann,  daß  sie  noch  durch  irgend  einen  anderen 
Punkt  Q  der  Kurve  geht.  Diese  Ebene  berührt  die  Kurve  in 
P  und  schneidet  sie  in  Q.  Läßt  man  nun  Q  dem  Punkt  P 
unbegrenzt  nähern,  so  wird  sie  eben  zur  Schmiegungsebene, 
welche  daher  in  P  zugleich  berührt  und  schneidet.  Die  Kurve 
kommt  von  einer  Seite  tangential  an  die  Schmiegungsebene 
heran  und  verläßt  sie  wieder  tangential,  aber  (im  allgemeinen) 
auf  der  anderen  Seite. 

Man  bemerke  übrigens,  wie  sich  hier  Punkt  und  Schmie- 
gungsebene durchaus  dual  oder  reziprok  gegenüberstehen  und 
wie  dieselbe  Kurve  einerseits  durch  Bewegung  eines  Punktes, 
andererseits  durch  Bewegung  einer  Ebene  entstehen  kann. 
Denn  im  letzteren  Falle  schneiden  sich  je  zwei  unendlich  be- 
nachbarte Ebenen  in  einer  Geraden,  einer  Taugente  und  je 
drei   benachbarte   in   einem   Punkt   P  der  Piaumkurve.     Diese 


*)  Um  sich  schnell  ein  Modell  einer  abwickelbaren  Fläche  zu  ver- 
schaffen, lege  man  zwei  Blatt  Schreibpapier  übereinander,  so  daß  sie  an- 
einanderhaften,  und  schneide  aus  ihnen  dieselbe  Kurve  aus.  Dann  ritze 
man  auf  jedem  Blatt  zur  leichteren  Biegung  Tangenten  ein,  aber  auf  dem 
einen  Blatt  nach  der  einen,  auf  dem  anderen  nach  der  anderen  Richtung 
(vgl.  in  Fig.  15  die  ausgezogenen  und  punktierten  Linien),  klebe  die 
Blätter  längs  der  Kurve  durch  Seidenpapier  aneinander  und  winde  und 
drehe  so,  daß  aus  der  Kurve  eine  richtige  Raumkurve  werde,  achte  aber 
darauf,  daß  nun  die  beiden  Blätter  nicht  mehr  zusammenfallen,  sondern 
zu  den  beiden  sich  ergänzenden  Hälften  der  abwickelbaren  Fläche  werden. 
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Piaumkurve  wird  von  allen  Ebenen  so  eingehüllt,  daß  sie 
Schmiegungsebenen  werden. 

Die  auf  der  Tangente  in  P  senkrechte  Ebene  E  nennt 
man  Normalebene  nnd  jede  in  JE  durch  P  gezogene  Gerade 
eine  Normale  der  Kurve.  Unter  allen  diesen  Normalen  wieder 
werden  zwei  besonders  bezeichnet,  die  eine  als  Hauptnormale 
und  die  andere  als  Binormale.  Die  erstere  liegt  in  der 
Schmiegungsebene,  die  letztere  steht  auf  dieser  senkrecht.  Für 
die  Schraubenlinie  z.  B.  ist  die  Hauptnormale  identisch  mit 
dem  Lot  auf  die  Achse  des  Schraubenzylinders,  während  die 
Binormale  in  der  Berührungsebene  dieses  Zylinders  liegt. 

Diese  hier  kurz  vorgetragene  Theorie  der  abwickelbaren 
Flächen  bzw.  der  Raumkurven,  ihrer  Tangenten  und  ihrer 
Schmiegungsebenen  vereinfacht  sich  in  zwei  besonderen,  ein- 
ander reziprok  gegenüberstehenden  Fällen.  Es  kann  die  be- 
wegte Gerade  in  einer  Ebene  bleiben.  Dann  wird  die  Raum- 
kurve zur  ebenen  Kurve  und  alle  Punkte  haben  dieselbe 
Schmiegungsebene,  nämlich  die  Ebene  der  Kurve.  Oder  es 
kann  die  bewegte  Gerade  immer  durch  denselben  Punkt  gehen. 
Dann  beschreibt  sie  einen  Kegel  oder  vielmehr  einen  Doppel- 
kegel, dessen  beide  Teile  den  beiden  Hälften  der  allgemeinen 
Regelfläche  entsprechen.  Die  Schmiegungsebenen  werden  zu 
Berührungsebenen  des  Kegels ;  aber  die  Raumkurve  selbst 
schrumpft  zu  einem  Punkt,  zur  Spitze  des  Kegels  zusammen. 
Liegt  diese  gar  unendlich  fern,  so  verwandelt  sich  der  Kegel 
in  den  „Zylinder". 

Vier  Komplexe.     Sind  vier  Gleichungen  angesetzt: 

F,  =  0,     F,  =  0,     F,  =  0,     F,  =  0,  13) 

zu  denen  noch,  wie  immer,  die  Identität: 

XL  +  YM  +  ZX  =  0  14) 

tritt,  so  wird  es  im  allgemeinen  nur  vereinzelte  Gerade  geben, 
welche  diese  Bedingungen  erfüllen,  da  es  sich,  wie  schon  so 
oft  betont,  nur  um  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  von  l 
handelt.  Somit  sind  fünf  Gleichungen  mit  fünf  ..Unbekannten" 
gegeben,  aus  denen  sich  letztere  ein-  oder  mehrdeutig  berechnen 
lassen,  wenn  nicht  die  Gleichungen  gelegentlich  auf  eine  ge- 
ringere Anzahl  zurückführbar  sind. 
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Wird  z.  B.  nach  einer  Geraden  l  gefragt,  welche  vier  be- 
liebig im  Kaume  gegebene  Gerade  ?,,  /a,  ?3,  /<  schneiden  soll, 
80  werden  die  Gleichungen  13)  alle  vier  linear.  Da  aber  die 
Identität  14)  vom  zweiten  Grade  ist,  so  ersieht  man,  daß  es  im 
allgemeinen  zwei  solche  Gerade  gibt  (reelle  oder  imaginäre). 
Gehören  aber  die  vier  Geraden  J^,  /g,  /s,  ?<  zu  ein  und  der- 
selben Schar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung'^)  (vgl.  S.  131  ff.),  so 
sind  die  vier  Gleicliungen  13)  voneinander  abhängig  und  jede 
Gerade,  welche  drei  von  ihnen  schneidet,  schneidet  auch  die 
vierte.  Die  Bedingungen  13)  werden  also  von  unzählig  vielen 
geraden  Linien  erfüllt,  nämlich  von  allen  Geraden  der  anderen 
in  der  Fläche  enthaltenen  Schar. 


Die  letzten  vier  Paragraphen  legen  wohl  überzeugend  dar, 
daß  sich  die  gerade  Linie  sehr  gut  als  selbständiges  Raum- 
element  behandeln  läßt  und  daß  man  sogar  zuweilen  kaum 
wird  umhin  können,  dies  zu  erwägen.  Freilich  wird  dabei  die 
Geometrie  um  eine  neue  Art  von  Gebilden,  die  Strahlenkom- 
plexe, vermehrt,  welche,  wie  schon  einmal  betont,  erhöhte  An- 
forderungen an  die  Kraft  der  Raumanschauung  stellen;  aber 
die  große  Bedeutung  der  geraden  Linie  auch  für  die  Anwen- 
dungen läßt  die  Einreihung  dieser  Gebilde  in  die  Elemente 
der  Geometrie  als  wünschenswert  erscheinen. 

ijbungsaufg.iben. 

1.  Eine  Kurve  ist  durch  die  beiden  Gleichungen  gegeben: 

x^  x^ 

Es  soll  die  Bedingung,  daß  eine  Gerade  l  die  Kurve  in  zwei  Punkten 
schneidet  (eine  Sekante  ist),  durch  zwei  Komplexgleichungen  ausgedrückt 
werden. 

2.  Indem  man  in  1)  die  beiden  Punkte  zusammenfallen  läßt,  gehe 
man  zu  den  Tangenten  über.  Man  schreibe  die  Bedingungen  in  Gestalt 
von  drei  Komplexgleichungen. 

3.  Es  soll  die  Gleichung  für  die  abwickelbare  Tangentenfiäche  2) 
aufgestellt  w^erden. 

4.  Es  sind  Ausdrücke  für  die  Koordinaten  der  Schmiegungsebene 
in  einem  beliebigen  Punkt  der  Kurve  1)  zu  bilden. 


*)  Man   sagt   dann,    die   vier   Linien   Z^,  Z2,  Z3,  Z4  liegen  zueinander 
hyperboloidisch. 


Dritter  Abschnitt. 

§  13  bis  §  18. 


§  ^3. 

Die  Kugel.     Punkt  und  Kugel.     Ebene  und  Kugel. 

Gerade  und  Kugel.     Allgemeine  Betrachtungen  über 

Flächen  zweiter  Ordnung, 

Die  Mittelpunktsgleichung  der  Kugel  ist  nach  1),  ^  1 : 

x^  +  y^-\- z^  —  r^  =  0.  1) 

Hat  aber  der  Mittelpunkt  der  Kugel  die  Koordinaten  a,  h,  c, 
so  wird  ihre  Gleichung: 

ij  =  (^x  —  ay  +  {ij  —  hy  +  (^  —  cy  —  >-2  =  o         2) 

oder  entwickelt: 

TJ  ^  x^  ^  \ß  ^  z"^  -^  mx  ^  ny  -\- pz  -^  q  =  0,  2a) 

wo: 

„j  ^  _  2a,   n  =  —  2h,  p  =  —'2c,   q  =  a'-  +  6^  -f  c2  —  r\  3) 
Umgekehrt  stellt  jede  Gleichung  zweiten  Grades  von  der 
Form  2a)  oder  auch  von  der  Form: 

;.x2  -\-  )Aß  -I-  Iz-^  -h  Mx  -^I^y-^Pz+Q  =  0  4| 

eine  Kugel  dar.  Denn  zunächst  kann  4)  durch  Division  mit  /. 
auf  2  a)  zurückgeführt  werden.  Darauf  geben  die  Gleichungen  3) 
durch  Umkehrung : 

«  =  -2^,  ^  =  -Y'  ^  =  -T  ^  =] -5  +  T  +  X  +  T'^^ 
also  Mittelpunkt  und  Radius.     Je  nachdem  nun: 

ist  die  durch  2a)  gegebene  Kugel  reell,  schrumpft  zu  einem 
Punkt  zusammen  oder  ist  imaginär. 
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Kugel  und  Punkt.  Um  die  Lage  irgend  eines  Punktes 
P(|,  >;,£;)  zur  Kugel  /u  bestimmen,  berechne  man  seinen  Ab- 
stand Q  vom  Mittelpunkt  31{a,h,c)  und  bilde  q^  —  r^  =  (|  —  a)^ 
+  ('/  -  ^y  +  (e  -  cf  -  r^  =  Uil  7;,  S). 

Daher:    Je  nachdem: 

liegt  r  außerhalb  der  Kugel,  auf  ihr  oder  innerhalb. 

Auch  beweist  man  ganz  wie  in  I,  §  12  für  den  Kreis,  daß 
im  ersteren  Falle  F(|, »/,  ^)=  -|- 7^  =  dem  positiven  Quadrat 
der  von  P  an  die  Kugel  gezogenen  Tangente  und  im  letzteren 
Falle  z=  —  s-  =  dem  negativen  Quadrat  der  halben  kürzesten 
durch  P  gehenden  Sehne  ist. 

Kugel  und  Ebene.  Wenn  statt  des  Punktes  eine  be- 
liebige Ebene  JE"  mit  den  Koordinaten  «,  v,  w,  also  mit  der 
Gleichung : 

UX  -\-  V1J  -\-  WZ  -[-1  =  0 

gegeben  ist,  so  berechne  man  den  Abstand  z/  des  Mittelpunktes 
der  Kugel  von  E  nach  der  Formel  7  b),  §  7,  S.  76 : 

UU  -\-hv  -{-  CIO  -\-\ 

+  yt<2  -f  t-a  4-  w2 
Je  nachdem  also: 

{au-^hv  ^  cw  +  \y  ^  r2  (it2  -(_  v2  _|_  jy2)^ 

liegt    E   ganz    außerhalb    der   Kugel,    berührt    dieselbe    oder 
schneidet  sie  in  einem  Kreise. 

Im  besonderen  folgt  für  den  zweiten  Fall,  den  Fall  der  Be- 
rührung, die  Gleichung  der  Kugel  in  Ebenenkoordinaten: 

{au  -\-hv  -^cw  -{-  1)2  —  r2  {u^  -}-  v^  -\-  iv^)  =  0.  6) 

Diese  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  auch  vom  zweiten  Grade. 
Die  Kugel  ist,  wie  alle  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung,  auch 
von  der  zweiten  Klasse  (§  7,  S.  70). 

Kugel  und  Gerade.    Endlich  sei  noch  7  (X,  Y,  Z,  X,  3/,  3') 

irgend  eine  Gerade  im  Raum.    Ihr  Abstand  J  vom  Mittelpunkt 
wird  nach  12),  §  10  durch  die  Formel  gegeben: 

_  y^-^ - c  Y- LY-^{cX-aZ-  Jf )2  -f  (g  r- 6 X- N)^ 

^  V  X2  _^    Y2  ^  Z^ 
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Je  naclidem  nun  z/  größer,  gleich  oder  kleiner  als  r,  liegt 
J  ganz  außerhalb  der  Kugel,  berührt  sie,  oder  schneidet  sie 
in  zwei  Punkten.  Für  den  Fall  der  Berührung  erhält  man 
nach  Fortschaffen  von  Wurzel  und  Nenner: 

(bZ-c  Y-  Ly  +  (c A'-  aZ-  31)2 
-I-  (a  Y—  Xb  —  3^)2  —  r2 (X2  -f  Y'  +  Z2)  =  0,  ' 

also  auch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Plückerschen 
Koordinaten,  die  von  sämtlichen  Tangenten  der  Kugel  er- 
füllt wird.     (Siehe  §  10.) 


Die  allgemeinste  Fläche  zweiter  Ordnung.  Stellt 
man  der  Gleichung  der  Kugel  in  ihrer  allgemeinsten  Form  4) 
die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  überhaupt 
gegenüber,  nämlich: 

«11^^  +  «222/^  +  «33^^  +  2  ttas^/^  +  2  asizx  ^ 

4-  2  «12^^  +  2  a^^x  -h  2  a^itj  +  2  a^i^  +  a^^  =  0, 
wo  die  zehn  Koeffizienten  «^  bis  «44,  deren  Unterscheidung 
durch  Indices  nach  I),  §  17  zu  gelten  ist,  irgendwelche  Werte 
haben  sollen,  so  ersieht  man,  daß  die  Kugel  doch  nur  eine 
sehr  spezielle  Fläche  zweiter  Ordnung  ist.  Denn  in  der 
Form  4)  fehlen  die  Produktglieder,  d.  h.  es  ist: 

«23  =  «31  =  «12  =  0- 
Dann    aber    sind    außerdem    noch    die    Koeffizienten    der 
quadratischen  Glieder  einander  gleich: 

«11   ^=  «22   =   «33- 

Dies  sind  die  sogenannten  „Kriterien"  der  Kugel- 
gleichung. Sieht  man  aber  von  ihnen  ab  und  nimmt  8)  ohne 
jede  Einschränkung  hinsichtlich  der  Koeffizienten  flu  .  .  .  (1^ 
(außer  daß  sie  nicht  alle  zugleich  =  0  sein  dürfen),  so  folgt 
aus  ihrer  Anzahl  =10,  da  es  nur  auf  ihre  ^'erhältnisse  an- 
kommt, daß  man  9  voneinander  unabhängige  Bedingungen 
ansetzen  muß,  um  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen. 
So  darf  man  verlangen,  daß  sie  durch  irgendwelche  9  gegebenen 
Punkte  hindurchgehe.-  Auch  bietet  die  analytische  Durch- 
führung keine  theoretischen  Schwierigkeiten,  da  man  in  8) 
nur  der  Reihe  nach  statt  des  laufenden  Punktes  diese  9  Punkte 
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einzusetzen  und  darauf  die  9  Gleicliungen  nacli  9  der  Koeffi- 
zienten aufzulösen  hat.  Freilich  würde  die  numerische  Aus- 
rechnung meist  sehr  langwierig  werden  und  man  hat  daher 
begreiflicherweise  eifrig  nach  geeigneten  Konstruktionen,  die 
den  in  I,  §  23  so  ausführlich  behandelten  linearen  Konstruktionen 
eines  Kegelschnittes  aus  fünf  Punkten  entsprechen  sollten, 
gesucht,  allerdings  nicht  ganz  mit  dem  gewünschten  Erfolg. 
Doch  dies  nebenbei.  Hier  soll  es  sich  nur  um  einige  ein- 
fache allgemeine  Sätze  handeln,  die  aus  der  Gleichung  8) 
ohne  Mühe  abgeleitet  werden  können.  Setzt  man  in  8)  ^'  =  0, 
schneidet  also  die  Fläche  durch  die  xy-Ehene,  so  folgt: 

aux2  -I-  2  ai^xij  -f-  a^^iß  -f  2  «i,a:  +  2  a,^y  +  a^i  =  0, 

also  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes.  Man  kann  aber  durch 
Transformation  jede  Ebene  im  Raum  zur  a:y-Ebene  machen,  also: 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  durch  jede 
Ebene  in  einer  (reellen  oder  imaginären,  vielleicht 
auch  in  zwei  Gerade  zerfallenden)  Kurve  zweiter  Ord- 
nung geschnitten. 

Nimmt  man  irgend  einen  Schnitt  parallel  zur  a;/y- Ebene, 
denkt  also  für  s  in  8)  einen  bestimmten  Wert  gesetzt  und 
schreibt  diese  Gleichung  dementsprechend: 

üi^x^  4-  2  a^c^xy  +  «32^^  +  2  {a^^  +  «13^)0; 
-I-  2  («24  -f  «23^)2/  +  («33^^  -f  2  ag.^r  -f  a^J  =  0, 
so   ist   ersichtlich,    daß    die   Glieder   zweiten  Grades   von   dem 
Abstand  z  gar   nicht  abhängen.     Daher   nach   I,  §17,  S.  215: 

Alle  Parallelschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung sind  ähnliche  (bzw.  konjugierte)  Kurven  zweiter 
Ordnung  mit  parallelen  Achsenrichtungen. 

(Ist  im  besonderen  einer  dieser  Schnitte  ein  Kreis,  so  sind 
sie  alle  Kreise.)  Der  Mittelpunkt  ili(a, /3,  y)  des  Schnittes  im 
Abstände  z  wird  nach  I,  §  17  durch  die  Formeln  bestimmt: 

«U«  +  «12^  +  («14  +  ^'l3-^)    =    0, 

«21«+  «22/5  +  («24  +  «23  ■ä')    =    0.  ^ 

Bedenkt  man,  daß  M  als  Punkt  im  Räume  drei  Koordinaten 
hat,  nämlich  a,  ß  und  das  gewählte  ^,  so  stellen  in  diesem 
Sinne  die  eben  aufgestellten  Gleichungen  zwei  Ebenen  vor,  auf 
deren   Schnittlinie   also   der   Mittelpunkt  liegen   muß.     Daher: 
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Die  Mitten  paralleler  Schnitte  irgend  einer  f'läche 
zweiter  Ordnung  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 

Setzt  man  in  9)  y  an  die  Stelle  von  2  und  sucht  ebenso 
den  geometrischen  Ort  für  die  Mitten  der  Schnitte  parallel 
zur  y2-  und  parallel  zur  ^.r- Ebene,  so  entstehen  im  ganzen 
drei  Gleichungen: 

«11«  +  ^'12/3  +  «isr  +  «u  =  0^ 

«21«  +  «22/5  +  «23  7  +  «24   =   0,  10) 

«31«  +  «32/3  +  «33?  +  «34   =   0, 

derart,  daß  je  zwei  stets  für  je  eine  der  Scharen  paralleler 
Ebenen  diejenige  gerade  Linie  bestimmen,  auf  welcher  die 
Mittelpunkte  der  Schnitte  liegen.  Diese  drei  Linien  schneiden 
sich  daher  in  einem  Punkt  31  (a,  ß,  y) ,  dessen  Koordinaten 
durch  Auflösung  der  drei  Gleichungen  10)  nach  «,  ß.  y  zu  er- 
mitteln sind. 

Dies  ist  aber  nicht  alles.  Denn  der  Punkt  M  ist  nicht 
allein  der  Schnittpunkt  dieser  drei  geraden  Linien,  sondern 
jeder  Geraden,  auf  welcher  die  Mitten  irgend  einer  Schar 
paralleler  Schnitte  liegen. 

Der  Punkt  31  ist  der  Mittelpunkt  der  Fläche. 

Zum  Beweise  verschiebe  man  das  Koordinatensystem  parallel 
mit  sich  selbst  so,  daß  31  zum  neuen  Anfangspunkt  wird,  und 
bezeichne  die  neuen  Koordinaten  des  laufenden  Punktes  mit 
Xii/i^i-     Die  Transformatiousformeln: 

:r  =  a-j  +  «,     y  —  ij^-\-  ß,     z  =  z^^y  11) 

verwandeln  die  Gleichung  8)  nach  Einsetzen  in  eine  andere, 
bei  der  aber  die  Koeffizienten  der  Glieder  zweiten  Grades 
dieselben  geblieben  sind  (I,  §  17).  Die  neuen  Koeffizienten 
der  Glieder  ersten  Grades  findet  man  aber  gleich  den  doppelten 
Werten  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  10).  Sie  sind 
also  =  0.  Die  transformierte  Gleichung  wird  daher: 
auTjä  4-  «222/12  +  ags^-iS  +  2  a^^.y^z^ 
+  2  a^^z^x^  +  2  «12^1  '/i  +  «'-14  =  0. 

Für  die  neue  Konstante  «'4^  ergibt  sich  auf  genau  dieselbe 
Art,  wie  in  I,  §  17'''),  der  Wert: 

«'44  =  «41« +  «42/^ +  «43  7 +  «44-  13) 

*)  Die  zugehörigen  Rechnungen  sind  an  der  betreffenden  Stelle  nach- 
zulesen. 
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Ho 


Hier  sind  noch  für  a,  /i,  y  die  aus  10)  folgeuden  Ausdrücke 
einzusetzen.  Diese  Ausdrücke  werden  Brüche  mit  demselben 
Nenner: 


^  ■=■  \  a. 


«12 
«32 


öl.i 
«33 
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und  die  Zähler  erscheinen  nach  I,  §  20  auch  in  Determinanten- 
form.    Nach  Einführung  in  13)  erhält  man  dann: 

«...  =  ^, 

wo  B  eine  Determinante  vierten  Grades  ist,  nämlich: 

«,,     fl,,    «,,    a, 


15) 


D  = 


«31 
«ii 


"12 
«22 
«32 
«42 


•13 
«23 
«83 
«43 


'14 
«24 
«34 
«44 


16) 


/i  ist  hier  die  „kleine",  I)  die  „große"  Diskriminante. 
(Siehe  I,  §  17.) 

In  der  Gleichung  12)  fehlen  die  Glieder  ersten  Grades, 
80  daß  in  der  Tat  der  neue  Anfangspunkt  Mittelpunkt  der 
Fläche  sein  muß.  Denn  12)  bleibt  unverändert,  wenn  die 
A'^orzeichen  von  x-^^  iji,  z^  alle  drei  gewechselt  werden,  d.  h.: 
Wenn  der  Punkt  ^{x^^ij^z^  auf  der  Fläche  liegt,  so  liegt  auch 
der  gegenüberliegende  Punkt  P'( — a^j,  — ?/i,  — z^  auf  ihr. 

Ist  ^:/  ==  0,  so  werden  a,  /3,  y  und  a'^^  im  allgemeinen 
unendlich  groß.  M  liegt  unendlich  fern  und  die  Form  12)  ist 
unerreichbar.     Also : 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  hat  einen  Mittelpunkt  M^ 
dessen  Koordinaten  «,  /3,  y  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
10)  erhalten  werden.  Ist  z/  =  0,  so  liegt  ilf  unendlich  fern. 
Ist  z/  aber  nicht  =0,  so  kann  man  J/  zum  Anfangspunkt 
machen  und  so  die  Gleichung  der  Fläche  von  den  Gliedern 
ersten  Grades  befreien. 

Kehren  wir  aber  zum  Ausgangspunkt,  zur  allgemeinen 
Gleichung  8)  zurück. 

Um  die  Schnittpunkte  mit  der  .r- Achse  zu  finden,  setze 
man  y  =  0  und  ^  =  0.     Es  folgt: 

«11^^  +  2  a^^x  -f  «44  =  0. 
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Je  nachdem  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  und 
verschieden,  oder  einander  gleich,  oder  imaginär  sind,  wird 
die  Fläche  von  der  rr- Achse  geschnitten  oder  berührt  oder 
überhaupt  nicht  getroffen. 

Es  kann  aber  auch  der  Ausnahmefall  eintreten,  daß  die 
Gleichung  identisch  verschwindet,  also  «u  =  a^  =  a^  =  0. 
Dann  liegt  eben  die  a;- Achse  ganz  in  der  Fläche.  Und  da 
eine  Gleichung  zweiten  Grades  unter  keinen  Umständen  mehr 
als  zwei  Wurzeln  haben  kann,  es  sei  denn,  daß  sie  zur  Identität 
werde,  so  ist  zu  schließen,  daß  die  ic- Achse,  also  auch  irgend 
eine  Gerade  im  Raum  ganz  in  der  Fläche  liegt,  wenn  man 
von  mehr  als  zwei  auf  der  Geraden  liegenden  Punkten  weiß, 
daß  sie  der  Fläche  angehören. 

Daraus  geht  z.  B.  hervor,  daß  durch  drei  beliebig  ge- 
gebene und  zueinander  windschiefe  Gerade  ?i,  /j,  I3  nur  eine 
einzige  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  kann.  Denn  jede  Ge- 
rade ?,  welche  sie  alle  drei  schneidet,  muß  hiernach  ganz  in 
der  Fläche  liegen;  andererseits  bildet  aber  die  Gesamtheit 
dieser  Geraden  7,  wie  im  vorigen  Paragraphen  erwiesen,  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung. 

Diese  wenigen  einfachen  Untersuchungen  sind  als  die 
ersten  Anfänge  einer  allgemeinen  Diskussion  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  überhaupt  anzusehen.  Sie  sind  hier  vorweggenommen, 
weil  man  von  ihnen  im  folgenden  Paragraphen,  der  von  den 
verschiedenen  Arten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihren 
Eigenschaften  handeln  wird,  mit  Vorteil  Gebrauch  machen 
kann.  Die  wirkliche  und  erschöpfende  Diskussion  der  all- 
gemeinen Gleichung  zweiten  Grades  schließt  sich  dann  un- 
mittelbar in  §  15  und  §  16  an. 

Übniig'saufgaben. 

1.  Gegeben  irgend  vier  lineare  Ausdrücke  l\,  f'o,  U^,  J  4,  wie  in 
Aufgabe  3,  i^  8.  Es  soll  die  allgemeine  Form  für  die  Gleichungen  der- 
jenigen Flächen  zweiter  Ordnung  gefunden  werden,  welche  sowohl  durch 
die  Gerade  I-y  (Schnittlinie  von  l\  =  0  und  f'o  =  0),  als  auch  durch  die 
Gerade  l^  (Schnittlinie  von  [^3  =  0  und  f/^  =:  0)  gehen. 

2.  Nach  1.  soll  dann  die  Form  für  die  Gleichungen  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  gefunden  werden,  welche  außer  durch  /j  und  ^2  auch 
noch  durch  /g  (Schnittlinie  von  l\  =  0  und  f'3  =  0)  und  1^  (Schnittlinie 
von   fo  =  0  und   U^  =  0)  gehen. 
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'S.    Gegeben  die  vier  Punkte: 
7'„  (0,  0,  0),     Pi  (0,  -t-  rt,  +  a),    K  (  +  a,  0,  +  a),     J>.,  (+  «,  +  «,  0). 

Gesucht  die  Gleichung  derjenigen  Fläche  zweiter  Ordnung,  weiche 
durch  das  windschiefe  Viereck  Pq  —  J\  —  Pg  —  P3  —  Pq  und  auch  durch 
den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  PqI\  I'^l'^  hindurchgeht. 

4.  Gegeben  vier  Ebenen  l\  =z  0,  T.,  =:  0,  ^3  :=  0,  U^  =  0.  Es 
soll  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
aufgeschrieben  werden,  welche  durch  die  vier  Ecken  des  von  den  vier 
Ebenen  gebildeten  Tetraeders  hindurchgeht. 


Die  verschiedenen  Arten  Yon  Flächen  zweiter  Ordnung, 
ümdrehungsflächen. 

I)     Das  Ellipsoid  (Fig.  16). 

Seine  Gleichung  wird  in  einfachster  Form: 


a2  +  62  +  c!»       ^  -  "• 


1) 


(/,  h,  c  sind  die  drei  Halbachsen  der  drei  Hauptschnitte, 
nämlich  der  Schnitte  mit  der  yz-,  der  2X-  und  der  xij-Ehene, 
also  denjenigen  drei  Ebenen, 
in  bezug  auf  welche  die 
Fläche  symmetrisch  ist  (da 
die  Gleichung  unverändert 
bleibt,  wenn  die  Vorzeichen 
von  .T,  von  y  und  von  z' 
einzeln  oder  auch  alle  zu- 
sammen gewechselt  werden). 
.4,  A,,  B,  jöi,  C,  C'i  sind 
die  sechs  Scheitel  der 
Fläche. 

Eine  geometrische  De- 
finition des  Ellipsoids,  welche 
derjenigen  der  Ellipse  durch 
ihre  Brennpunkte  ent- 
sprechen würde,  ist  nur  auf 
künstlichen  Umwegen  zu  erlangen;  am  besten  erklärt  man  diese 
Fläche  für  eine  sehr  einfache  räumliche  Reliefprojektion 
der  Kugel.     Setzt  man   den  Radius   derselben    etwa  =  1,   so 

10 


Fio;.  16. 
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lautet   ihre  MittelpunktsgleichuDg,    wenn   die   laufenden  Kooi- 
dinaten  mit  x^,  i/j,  z^  bezeichnet  werden: 

^\' +  Vi' -\- ^^' =  1-  2) 

Nach   Einführung  der  folgenden   Transformationsformeln: 

^^==a'    ^^=V    '^=-c  ^> 

entsteht  also  die  Gleichung  1)  des  Ellipsoids.     Daher: 

Das  Ellipsoid  ist  eine  räumliche  affine  Abbildung 
der  Kugel  (I,  §  14  u.  §  26).  Diese  Abbildung  wird  durch  die 
Gleichungen  3)  definiert  und  entspricht  kurz  gesagt  drei  zu- 
einander senkrechten  Ausdehnungen  oder  Zusammenziehungen 
im  Verhältnis  a:l;  6:1;  c:l.  Ist  aber  der  Kugelradius  =  a, 
so  ist  3)  durch: 

a  a 

zu  ersetzen  und  die  Deformation  beschränkt  sich  auf  zwei  zu- 
einander senkrechte  Richtungen. 

Das  Ellipsoid  ist  die  einzige  vollständig  geschlossene  Fläche 
zweiter  Ordnung.  Sind  zwei  der  drei  Halbachsen,  etwa  a 
und  h  einander  gleich,  so  wird  der  zugehörige  Hauptschnitt 
zum  Kreise  und  die  Fläche  entsteht  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  c  um  die  eine  Halbachse  c. 
Sie  wird  zum  Umdrehungs-  oder  Rotationsellipsoid  mit 
der  Gleichung: 


a^         ■    C 


Jede  in  der  a:?/- Ebene  gezogene  Halbachse  ist  dann  =  a 
und  die  Fläche  hat  nicht  mehr  drei,  sondern  unzählig  viele 
Hauptachsenrichtungen,  nämlich  erstens  die  Rotationsachse  und 
zweitens  alle  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Achsen.  Ist  f>>a, 
so  heißt  das  Ellipsoid  verlängert,  ist  c<ia,  so  verkürzt  oder 
abgeplattet.  (Die  Oberflächen  der  Planeten  sind  nahezu 
Ellipsoide  der  letzteren  Art  und  ihre  Abplattung  ist  je  nach 
ihrer  Größe  und  der  Schnelligkeit  ihrer  Achsendrehung  mehr 
oder  weniger  stark.) 

Wenn  aber  endlich  a  =  Z^  =  c,  so  wird  das  Ellipsoid  zur 
Kugel  und  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Gerade  zur 
Hauptachse. 
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IIj     Das  einschalige  Hyperboloid  (Fig.  17). 
Seine  Gleichung  entsteht  aus  1)  durch  Wechsel   des  Vor- 
zeichens in  einem  einzigen  (quadratischen  Glied,  etwa  im  dritten. 
Sie  wird  also: 

1  =  0.  5) 


a'2  "•"  fe2 


liier  ist  der  in  der  .r?/- Ebene  liegende  Hauptschnitt  eine 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  ^,  die  sogenannte  Kehl- 
ellipse.  Sie  ist  der  kleinste  ebene  Schnitt  der  Fläche.  Die 
beiden  anderen  Hauptschnitte  sind  Hyperbeln  mit  den  reellen 
Halbachsen  a  und  b  und  derselben  imaginären  Halbachse  c. 

Ein  charakteristisches  Merkmal  der  einschaligen  Hyper- 
boloide sind  ihre  beiden  Scharen  von  geraden  Linien 
(siehe  §  12),  deren  Existenz  gerade  auf  diesen  Flächen  aber 
erst  später  nachgewiesen  werden  solL  Ist  a  =  6,  so  wird  die 
Kehlellipse  zum  Kreis  und  die  Fläche  entsteht  durch  Um- 
drehung einer  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Achse  (oder 
auch  einer  Geraden  um  eine  zu  ihr  windschiefe  Achse). 


Fig.  17.  Fig.  18. 

HI)     Das  zweischalige  Hyperboloid  (Fig.  18). 
Seine  Gleichung  entsteht  aus  1)  durch  Wechsel  des  Vor- 
zeichens in   zwei  quadratischen  Gliedern,  etwa  im  ersten  und 
zweiten.     Sie  ist  also: 


~~  a2  ~  P  "*"  c2" 


0. 


6) 


Setzt  man  z  =  0,  so  entsteht  als  Schnitt  mit  der  a;^-Ebene 
eine  imaginäre  Ellipse,  d.h.  die  Fläche  wird  von  der  a:y-Ebene  nicht 

10* 
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geschnitten.  Die  beiden  anderen  Hauptschnitte  sind  Hyperbeln, 
beide  mit  derselben  reellen  Halbachse  c  und  den  imaginären  Halb- 
achsen a  und  h.  Die  Fläche  hat  also  nur  zwei  reelle,  auf  der 
;sr-Achse  liegende  Scheitel  und  zerfällt  in  zwei  getrennte  „Schalen-. 
Das  letztere  folgt  auch  sofort,  wenn  man  Parallelschnitte  zur 
a;2/-Ebene  nimmt  und  hierzu  die  Gleichung  6)  so  schreibt: 

a2  "^  62        c2 

Solange  ^  <<  ^,  bleibt  der  Schnitt  imaginär,  für  ^  =  +  c 
schrumpft  er  in  einen  Punkt  zusammen  (Berührungsebenen  in 
den  Scheiteln)  und  erst,  wenn  ,z'  >>  c,  werden  wirkliche  ellip- 
tische Schnitte  erhalten. 

Ist  a  ^  6,  so  werden  diese  Schnitte  zu  Kreisen.  Die  Fläche 
wird  zum  zweischaligen  Umdrehungshyperbolid ,  entstanden 
durch  Umdrehung  einer  Hyperbel  um  ihre  reelle  Achse. 

la)     Das  imaginäre  EUipsoid. 
Seine  Gleichung  ist: 

.r2        ,,,2         yl 


1^— -0—1=0.  Ib) 

a2       62        c2  ' 

Die  „Fläche"  hat  offenbar  gar  keine  reellen  Punkte,  sie 
ist  vollständig  imaginär.  Ihre  Aufzählung  ist  nur  der  Voll- 
ständigkeit wegen  (im  analytischen  Sinne)  erfolgt. 

IV)     Der  elliptische  Kegel  (Fig.  19). 
Läßt   man   in    5)   oder    6)    die    Konstante  ( —  1)   fort,   so 
wird  die  Gleichung  homogen: 

r2  jj2  5-2 

--1-^—       =0  1\ 

und  stellt  daher  einen  Kegel   mit  dem  Anfangs- 
punkt als  Spitze   dar  (vgl.  §  5).     Schneidet  man 
ihn  durch  eine  Ebene  parallel  zur  .r?/- Ebene  im 
Abstände  z  =■  c^  so  entsteht  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und  h.     Da  aber  die   entsprechen- 
den   Schnitte    parallel    zur   xz-    und    //„--Ebene 
'^'   '■         Hyperbeln  werden,  so  würde  man  den  Kegel  eben- 
sogut hyperbolisch   und,   da  es   auch  parabolische  Schnitte 
gibt,   auch   parabolisch    nennen    können.     Wenn   a  =  6,    so 
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wird  aus  der  erstgenanuten  KUipse  ein  Kreis  und  aus  dem 
Kegel  ein  gerader  Kreiskegel  um  die  ,?-Achse.  Der 
Üifuungswinkel  (p,  d.  h.  die  Neigung  der  Kegelkaute  gegen  die 
Kegelachse  bestimmt  sich  dann  durch  die  Formel: 

a         b 

tg  qp  =  —  =       . 
c  c 

IVa)     Der  imaginäre  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Wird  in  1)  oder  la)  die  Konstante  ( — 1)  fortgelassen,  so 
entsteht  die  Gleichung: 

*  a2  ^  62  ^  C2   ~   "' 

welche  ein  zu  einem  Punkt  zusammengeschrumpftes  Ellipsoid 
oder  auch,  wie  man  in  bezug  auf  die  homogene  Form  der 
Gleichung  sagt,  einen  imaginären  Kegel,  an  dem  nur  die  Spitze 
P(0,  0,  0)  reell  ist,  darstellt. 


V)     Das  elliptische  Paraboloid  (Fig.  20). 
Seine  Gleichung  ist  in  einfachster  Form  (Scheitelgleichung): 


_    a;2         y^ 


S) 


Der  Schnitt  mit  der  xy-Ehene  schrumpft  zu  einem  Punkt, 
dem  Anfangspunkt   zusammen,   d.  h.  die  Fläche  wird   von  ihr 
in  diesem  Punkte,  dem  Scheitel,  berührt.    Die  Schnitte  mit  der 
xz-  und  der  //^-Ebene  sind  Parabeln  mit  S 
als  Scheitel   und  der  +  ^'- Achse  als  Haupt- 
achse.     Für    positive    Werte   von    z    erhält 
man  als  Parallelsclmitte  zur  a'^-Ebene  größer 
und  größer  werdende  ähnliche  Ellipsen,  aber 
für  negative  Werte  von  £  werden  die  Schnitte 
imaginär.     Man  sieht  auch,   v/ie  die  Fläche 
sich   nach   und    nach    aufrichtet   (wenn    die 
^-Achse  vertikal  steht). 

Ist  p  ^  q,  so  werden  die  genannten  Parallelschnitte  kreis- 
förmig. Die  Fläche  entsteht  durch  Umdrehung  einer 
Parabel  um  ihre  Hauptachse.  Sie  wird  zum  Rotations- 
paraboloid. 
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9) 


VI)     Das  hyperbolische  Parcaboloid  (Fig.  21). 
Seine  Scheitelgleichung  ist: 

-  ^_li 

^  ^  22)       2q' 
Der  Schnitt  mit  der  xy-Ehene  hat  die  Gleichung: 

x^         t/2    

2l)~2q~~ 

Er  zerfällt  also  in  zwei  durch  den  Anfangspunkt  S  gehende, 
zur  a;- Achse  und  also  auch  zur  y- Achse  symmetrisch  liegende 

Gerade.  Die  Schnitte 
mit  der  xs-  und  der 
^^--Ebene  sind^  zwei 
Parabeln : 

.  =  -  •"' . 

2  3 
Sie  haben  beide 
den  Scheitel  in  S. 
Aber  bei  der  einen 
liegt  der  Brennpunkt 
auf  der  +  ^'- Achse 

im  Abstände  ^  ,  bei 

f^'g-  '-!■  der  anderen  auf  der 

—  ^- Achse  im   Abstände  —•      Die    erstere    geht   also   um   die 

+  s-,  die  letztere  um  die  —  ^- Achse.  Die  Parallelschnitte  zur 
xy-Ehene  werden  Hyperbeln,  deren  reelle  Scheitel  auf  der 
ersten  Parabel  liegen,  wenn  ^  positiv  und  auf  der  zweiten, 
wenn  z  negativ  ist.  Projiziert  man  diese  Hyperbeln  auf  die 
xy-Eheue,  so  erscheinen  sie  als  die  beiden  Scharen  konjugierter 
Hyperbeln  mit  denselben  durch  den  zu  Anfang  genannten 
Schnitt  mit  der  a'?/-Ebeue  bestimmten  Asymptoten. 
Schreibt  man  9)  in  den  beiden  Formen: 

/         t/2  \  _  a:2  /         -^^  \  _        y^ 

80  ist  sofort  ersichtlich,  daß  alle  Schnitte  parallel  zur  jr.s'-Ebene 
und   auch   parallel    zur  y^ -Ebene   kongruente   Parabeln   sind. 
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löl 


Die  Scheitel  der  ersten  Schar  liegen  auf  dem  in  der  y^-,  die 
der  zweiten  auf  dem  in  der  x.s'-Ebene  gelegenen  Hauptschnitt. 
Die  Fläche  entsteht  also,  wenn  eine  der  beiden  Parabeln: 


y 


0      ^  — 


2ir 


0,   z  =  — 


y^ 

2q 


parallel  mit  sich  selbst  so  fortbewegt  wird,  daß  ihr  Scheitel  an 
der  anderen  Parabel  entlang  gleitet. 

Wenn  p  =  q,  so  werden  diese  beiden  Parabeln  kongruent. 
Die  Fläche  erscheint  dann  von  oben  und  von  unten  gesehen 
ganz  gleich*);  man  nennt  sie  ein  gleichseitiges  hyper- 
bolisches Paraboloid.     [Siehe  Aufgabe  b),  i;  4,  S.  38.] 

Anmerkung:  Macht  man  in  8)  beide  quadratische  Glieder 

so  wird  nicht  etwa  noch  eine  dritte  Art  von  Paraboloiden, 
sondern  wieder  ein  elliptisches,  sich  um  die  ( — ^-)  Achse 
krümmendes  Paraboloid  erhalten. 


y4-i— '"Y' 

ö         . 

'^    Fr- 

'               1 

]    (rn 

;      .  .1  .  . . 

■'• »,.  ^ 

}■' 

Fis.  22. 


Fijr.  23. 


Fi£.  24. 


VII)     Der  elliptische  Zylinder  (Fig.  22). 

/2 

—  1=0. 


«2  "^ 


J2 

Ist  a  =  b,  so  entsteht  der  gerade  Kreiszylinder. 
VIII)     Der  hyperbolische  Zylinder  (Fig.23). 

^2  1/2 


/>2 


1 


0. 


*)  Allerdings  dabei  noch  um  90*^  verstellt. 


10) 


11) 
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IX)     Der  parabolische  Zylinder  (Fig.24). 

a;2  — 2p7/  =  0.  12) 

Er  ist   die   einzige   Fläche  zweiter  Ordnung,  welche   nur 

parabolische  Schnitte  hat.    Nur  wenn  die  Schnittebene  auf  der 

xy-Ebene  senkrecht  steht,  artet  die  Parabel  in  zwei  parallele 

Linien,  in  zwei  Zylinderkanten  aus. 

Vlla)     Der  imaginäre  elliptische  Zylinder. 

X)     Die  uneigentliche,  in  zwei  Ebenen  zerfallende 
Fläche  zweiter  Ordnung. 
Falls  die  linke  Seite  der  Gleichung  F(x,  y,  z)  =  0  in  zwei 
Faktoren  ersten  Grades   L\  und   C/g  zerlegt  werden  kann,   die 
Gleichung  also  die  Form  hat: 

U,  .  U,  =  0,  14) 

wo  Ui  und  U2  Ausdrücke  ersten  Grades  sind: 

C/i  =  tti-r  -f  h^y  +  Ci^  -f  f/j,       U^  =  a^x  -\-  b^y  +  c^z  +  (h, 
so   zerfällt   die   Fläche   in   die  beiden  Ebenen  E^  und  E^  mit 

den  Gleichungen: 

l\  =  0,       U,  =  0. 

Macht  man  die  Durchschuittslinie  dieser  Ebenen  zur  ^-Achse, 
so  werden  Cj  =  d^  =  c^  ^=  d^  =  0.  Nimmt  man  ferner  die 
beiden  Winkelhalbierebenen  von  £",  und  E^_  zur  xz-  und 
i/^-Ebene,   so   erhält  die  Gleichung  14)   ihre  einfachste  Form: 

Sind  aber  E^  und  £"2  parallel,  so  mache  man  die  Mittel- 
ebene zur  x?/-Ebene  und  bezeichne  mit  +  c  ihre  Abstände  von 
E^  und  E^.     Dann  erhält  14)  die  Gestalt: 

—  —1  =  0,     oder    z'^  —  c'^  =  0.  141)) 

Ist  noch  c  =  0,  so  fallen  E^  und  £2  zusammen. 

Es  können  aber  auch  E^  und  E^  (konjugiert)  imaginär 
sein.  Dann  bleibt  nur  ihre  Durchschuittslinie  reell.  Die  ein- 
fachste Form  der  Gleichung  wird  in  diesem  Falle: 

■^'  +  ^^'  =  0.  14c) 

«2  ^  /;2 
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Sie  zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen: 

ab  a  b 

und  wird,  wenn  man  sicli  auf  reelle  Punkte  beschränkt,  nur 
für  :i-  ^  0,  y  =  0,  d.  h.  für  Punkte  der  .^- Achse  erfüllt.  Die 
Fläche  kann  auch  als  unendlich  dünner,  elliptischer  Zylinder 
angesehen  werden. 

Endlich  ist  noch  die  Gleichung: 

%  +  1=0  14d) 

zu  erwähnen,  für  den  Fall,  daß  sich  die  Fläche  in  zwei 
parallele,  aber  imaginäre  Ebenen  spaltet. 


Diese  Aufzählung,  deren  Vollständigkeit  allerdings  noch 
nachzuweisen  ist  (>j  15  und  16),  umfaßt,  von  den  zerfallenden, 
den  imaginären  und  den  zu  einem  Punkte  oder  zu  einer  geraden 
Linie  zusammenschrumpfenden  Flächen  abgesehen,  neun  ver- 
schiedene Arten  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  So  verschieden 
sind  sie  aber  doch  nicht,  daß  es  schwierig  wäre,  ihre  Formen 
und  Gestalten  ineinander  überzuführen. 

Man  gehe  hierzu  vom  Ellipsoid  I)  aus,  lasse  in  demselben 
einen  Scheitel  >4,  der  Endpunkt  der  größten  Achse  sein  möge, 
und  die  beiden  dem  Scheitel  A  näherliegenden  Brennpunkte 
der  durch  A  gehenden  Hauptschnitte  unverändert,  w^ährend 
sich  der  Mittelpunkt  ilf,  also  auch  der  andere  Scheitel  A^  un- 
begrenzt weit  entfernen  möge.  Dann  werden  die  genannten 
Hauptschnitte  zu  Parabeln  und  das  Ellipsoid  verwandelt  sich 
in  das  elliptische  Paraboloid  Y). 

Läßt  man  aber  M  und  A^  auf  die  andere  Seite  der  Achse 
treten,  so  entstehen  zwei  Hyperbeln  mit  A  und  ^-l^  als  Scheiteln. 
Die  Fläche  wird  zum  zweischaligen  Hyperboloid  HI). 

Weiter  betrachte  man  die  Schar  aller  konzentrischen, 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  zweischaligen  Hyperboloide, 
setze  also  in  6)  Aa,  A6,  Ic  statt  «,  6,  c,  so  daß  nach  Multi- 
plikation mit  A2  erhalten  w^ird: 

l  kann  alle  Werte  annehmen.  Für  lim:  A  ^  0  entsteht, 
wie   man    sieht,    der    elliptische   Kegel  IV)    (der  Asymptoten- 
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kegel  der  Schar).  Wird  aber  statt  /.2  einfach  k  gesetzt,  da- 
mit sich  an  fc  =  0  unmittelbar  negative  Werte  von  k  an- 
schließen können,  so  wird  die  konjugierte  Schar  der  ein- 
schaligen, den  Asymptotenkegel  umschließenden  Hyperboloide 
erzielt  und  k  =  —  1  gibt  nach  Division  durch  —  1  die  Glei- 
chung 5)  des  einschaligen  Hyperboloids  II). 

Nun.  halte  man  den  Scheitel  A  der  großen  Achse  der 
Kehlellipse  von  H),  den  zugehörigen  Brennpunkt  derselben, 
sowie  den  näheren  Brennpunkt  der  durch  A  gehenden  Haupt- 
hyperbel fest  und  lasse  den  Mittelpunkt  31,  also  auch  den 
gegenüberliegenden  Scheitel  A^,  sich  unbegrenzt  weit  entfernen. 
Dann  werden  die  Kehlellipse  und  die  genannte  Hyperbel  zu 
Parabeln  mit  dem  Scheitel  A,  deren  Brennpunkte  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinsamen  Hauptachse 
liegen.  Die  Fläche  verwandelt  sich  in  das  hyperbolische  Para- 
boloid  VI). 

Wiederum  vom  EUipsoid  I)  ausgehend,  lasse  man  c  un- 
begrenzt wachsen.  Es  entsteht  der  elliptische  Zylinder  VU). 
Aus  diesem  wieder  werden  durch  allmähliche  Umformung  des 
Querschnittes  der  parabolische  Zylinder  IX)  und  der  hyper- 
bolische Zylinder  VIII).  Und  läßt  man  endlich  den  hyper- 
bolischen Querschnitt  von  VIII)  in  zwei  Gerade  ausarten,  so 
verwandelt  sich  der  Zylinder  in  zwei  Ebenen  X). 

Selbstverständlich  gibt  es  noch  viele  andere  stetige  Um- 
wandlungen der  Flächen  zweiter  Ordnung  ineinander;  die  ge- 
nannten genügen  aber  wohl,  um  von  vornherein  erkennen  zu 
lassen,  daß  die  wesentlichsten  Eigenschaften  einer  Art  sich  in 
denen  einer  anderen  Art  werden  wiedererkennen  lassen. 

Noch  sind  drei  ausgesprochene  Typen  von  Flächen  zweiter 
Ordnung  namhaft  zu  macheu,  nämlich: 

Typ  US  A.  Flächen,  deren  Tangentialebenen  nicht  schneiden, 
sondern  nur  im  Berührungspunkte  berühren.  (Flächen  mit 
elliptischer  Krümmung.  Krümmungsmaß  von  Gauß*)  positiv.) 
Hierher  gehören:  Das  EUipsoid,  das  zweischalige  Hyperboloid 
und  das  elliptische  Paraboloid. 


*)  Unter  dem  Gaußschen  Krümmungsmaß   versteht   man    den  Aus- 
druck   ,    wo    i\    und    Kn    die    sogenannten    „Hauptkrümmungsradien"* 

der  Fläche  sind. 
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Typus  H.  Flächen,  deren  Tangentialebenen  längs  einer 
geraden  Linie  berühren.  (Tarabolische  Krümmung,  Krümmungs- 
maß von  Gauß  =  0.)    Dieser  Typus  umfaßt:  Kegel  und  Zylinder. 

Typus  C.  Flächen,  deren  Tangentialebenen  nicht  allein 
im  Berührungspunkt  l)erühren,  sondern  die  Fläche  außerdem 
noch  (in  zwei  Geraden)  schneiden.  (Sattelförmige  oder  hyper- 
bolische Krümmung.  Krümmungsmaß  von  Gauß  negativ.)  Es  sind: 
Das  einschalige  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid. 

Typus  B  ist  offenbar  der  Grenzfall  zwischen  Typus  A  und 
Typus  C. 

Umdrehungsflächen:  Unter  allen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung sind  der  Anscliauung  am  unmittelbarsten  die  Umdrehungs- 
flächen zugänglich,  von  denen  wir  das  Rotationsellipsoid,  das 
einschalige  und  das  zweischalige  Rotationshyperbolid,  das  Ro- 
tationsparaboloid,  den  geraden  Kreiskegel  und  den  geraden 
Kreiszylinder  kennen  gelernt  haben.  Sie  entstehen  alle  durch 
Umdrehung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  beim  Kegel  und 
Zylinder  in  zwei  Gerade  zerfällt,  um  eine  Hauptachse,  und  zu 
ihnen  muß  daher  auch  der  parabolische  Zylinder  als  Grenzfall 
gerechnet  werden  (als  entstanden  durch  Rotation  der  Parabel 
um  die  unendlich  ferne  Hauptachse). 

Welche  Bedingungen  müssen  zwischen  den  Koeffizienten 
«111  «121  «13  •••  einer  allgemeinen  Gleichung  8),  §  13  zweiten 
Grades  bestehen,  wenn  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  sein  soll? 

Zur  Lösung  dieser  Frage  gibt  die  Formel  1  a),  §  5  für  die 
Form  der  Gleichung  einer  Rotationsfläche  überhaupt  einen  ge- 
eigneten Ausgangspunkt.  Denn  aus  ihr  ist  zu  entnehmen,  daß 
die  durch  8),  §  13  gegebene  Fläche  nur  dann  eine  Rotations- 
fläche ist,  wenn  ihre  Gleichung  durch  Koordinatentransformation 
auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann.  (Dann  ist  die  ^-j-Achse  Rotationsachse.) 
Wählt  man  aber  als  neue  ^- Achse  irgend  eine  Parallele  zur 
Rotationsachse,  so  bleiben  (siehe  S.  142)  die  Koeffizienten  der 
Glieder  zweiten  Grades  genau, so,  wie  in  der  eben  aufgeschriebenen 
Gleichung.  Es  kann  daher  von  der  Verschiebung  des  Anfangs- 
punktes abgesehen  und  das  Problem  so  gestellt  werden: 
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Welche  Bedingungen  müssen  zwischen  den  sechs 
Koeffizienten: 

«11,    a22i    ^331    ^231    ^311    ^12 

einer  homogenen  quadratischen  Form: 

UnX^  +  «22!/^  +  «33^^  4-  2  aast/ ^f  -]- 2asi2x -\- 2a,2Xy  15) 
bestehen,  damit  sie  durch  eine  noch  zu  bestimmende 
orthogonale  Transformation  3),  §  3  in  die  Form: 

k(x,^+y,^)-\-A^,^  16) 

verwandelt  werden  könne? 

Die  orthogonale  Substitution  3),  §  3  und  ihre  Umkehrung  3'), 
§  3  enthalten  neun  Koeffizienten,  von  denen  hier  aber  nur  drei 
in  Betracht  kommen,  nämlich  «g,  ög,  Cg.  Zum  Beweise  benutze 
man  die  Identität: 

und  schreibe: 

wo  h  für  A  —  l   gesetzt   ist.     Nun    ist   nach   der    letzten    der 

Formeln  3a),  §  3,  wenn  diesmal  der  Index  3  weggelassen  wird: 

z-^  =  ax  ^  hy -\- cz. 

Daher : 
'^(^i2  +  .'/i')  +  ^'^i'  =  A(a;2-f  1/2-^^2)  _|_fe(«^_|-&y-|_  c^)2.  16a) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  also  das  Ergebnis 
der  Transformation  3  a),  §  3  auf  die  linke  Seite,  die  aber  ihrer- 
seits durch  die  umgekehrte  Transformation  3),  §  3  aus  der  ge- 
gebenen Form  15)  entstanden  sein  soll.  Die  rechte  Seite  und 
diese  Form  müssen  also  identisch  sein: 

«11^^ +  «22?/^  + «33^^  +  2a28  2/^  +  2«3i^a;  +  2ai2a;7/ 

^l{x'^^y^^z^)^'k{ax^by-}~czf.  ^ 

Diese  Identität  muß  daher  bei  passender  Wahl  von  A,  Ä*, 
a,  /;,  c  erreichbar  sein ,  wenn  die  Fläche  eine  Umdrehuugs- 
fiäche  sein  soll.  Sie  zerfällt  nach  Auflösen  der  Klammern  und 
Vergleichung  der  Koeffizienten  links  und  rechts  in  die  sechs 
Gleichungen: 

r/,1  =  A  +  Ä;r<2,     a^r,  =  X^kh\     a,^  =  l-\-kc\ 


§  14.     Arten  von  Flilcheu  zweiter  Urdiiunj^.  157 

Die  gesuchten  Bedingungen  für  eine  Umdrehungsfläche 
entstehen  also  durch  Elimination  von  A,  Je,  a,  b,  c  aus  18),  wobei, 
zu  bemerken  ist,  daß  man  dabei  der  Gleichung  zwischen  a,  b,  c, 
nämlich : 

a2  -f  &3  -f  c2  =  1, 

die  bestehen  muß,  falls  «,  6,  c  wirklich  Koeffizienten  der 
orthogonalen  Substitution  sein  sollen,  absehen  kann  (des 
Faktors  Ic  wegen).  Denn  man  könnte  /c  =  + 1  setzen,  wenn 
man  in  18)  statt  «,  &,  c  schreiben  würde:  «•V+^i  b-'^-jrk, 
c-i±k. 

Folglich  sind  6  —  4  =  2  Bedingungen  zu  erwarten.  Die 
Elimination  selbst  geht  sehr  einfach  vonstatten,  wenn  man 
aus  den  drei  letzten  Gleichungen  18)  die  Kombinationen  bildet: 

^lll^  =  jia^^     'hll^  =  ],b\     ^^^^^^  =  Tcc\      19) 


«31 


in  die  drei  ersten  Gleichungen  einsetzt  und  l  eliminiert.  Man 
erhält : 

«31  •  «12              ^,               «12  •  «23    ,,               «23  '  «31  Oftv 

«11 =   «22 : =   «33 Z ^"/ 


"23  '^'^Sl  "^12 

und  dies  sind  die  gesuchten  Bedingungen  für  eine  Rota- 
tionsfläche. Werden  sie  im  gegebenen  Falle  als  erfüllt 
befunden,  so  findet  man  aus  18)  die  Richtung  der  Drehungs- 
achse sofort  durch  die  Proportion: 

cos  cc :  cos  ß :  cos  y  =  a:b:c  =  — :  — :  —  •  21) 

«23      «31     «12 

Bemerkung  zu  dieser  Untersuchung:  Für  den  Mathe- 
matiker ist  es  etwas  Alltägliches,  daß  Sätze  oder  Formeln,  die 
im  aligemeinen  richtig  sind,  in  besonderen  Fällen  ihre  Dienste 
versagen  und  „illusorisch"  werden.  Er  übt  deswegen  schon 
gewohnheitsmäßig  die  nötige  Umsicht  und  Vorsicht,  um  auch 
diese  Fälle  zu  umspannen  und  auch  nicht  den  kleinsten  Rest 
von  Zweifel  übrig  zu  lassen. 

Wie  angebracht  diese  Umsicht  und  Vorsicht  ist,  soll  an 
den  eben  abgeleiteten  und  im  allgemeinen  einwandfreien 
Resultaten  20)  und  21)  gezeigt  werden*).  Diese  haben  eine 
stillschweigende  Voraussetzung  gehabt,  nämlich  daß  keiner  der 


*=)  Vgl.  auch  §  20. 
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drei  Koeffizienten  «235  ^sn  ^^12  verschwinde,  weil  sonst  die  drei 
Ausdrücke: 

^'31   *  ^12  ^'12  *  f*23  '^'23  *  ''31 

^23  ^31  ^12 

zum  Teil  unendlich,  bzw.  wenn  zwei  verschwinden,  unbestimmt 
von  der  Form  — )  werden. 

Man  setze  also  ausdrücklich  als  Ausnahmefall  z.  B.: 
ai2  =  0. 

Dies  gibt  nach  18)  entweder  k  =  0,  oder  a  =  0,  oder 
6  =  0.  Für  fc  =  0  liegt  die  Sache  am  einfachsten.  Dann  ist 
auch  «31  =  «23  =  Ö  und  «n  =  «22  =  ^hzi  d.  h.  die  gegebene 
Form  reduziert  sich  auf:  k  {x^  -\-  V^  -\-  s^)  und  die  Fläche  wird 
zur  Kugel. 

Für  a  =  0  wird  noch  «^3  =  0,  aber  nicht  «23  =  0  (wenn 
nicht  noch  h  oder  c  =  0).  Für  &  =  0  wird  noch  «53  =  0- 
Es  sei  das  erstere  der  Fall,  also  a  =  0  und  «12  =  0,  «u  ^=  0. 

Dann  bleiben  von  den  Gleichungen  18)  nur  noch  vier 
übrig,  nämlich: 

«11  =  ^t    «22  =  '^  +  ^'^^     «33  =  ^  +  ^c2,     «23  =  ^bc^    18a) 
aus  denen  nun  A,  fe,  6,  c  zu  eliminieren  ist.     Es  folgt: 

«22  —  ^'11   A/O",       ^^33  —  ^'11    -— —  "'  C 

und  daher,  da  Ih^-k  c^  =  U  -h"^.  c^  =z  («23)2: 

(«22  —  «n)  •  («03  —  «ii)  —  («23)^  =  0.  20a) 

Dies  ist  also  in  diesem  Ausnahmefall  die  Bedingung  für 
eine  Rotationsfläche.  Ist  sie  erfüllt,  so  berechne  man  h:c 
durch  die  Proportion: 

b^:bc:c^  =z  a.,^  —  «j,  :  «23 : «33  —  «n 
und  darauf  die  Richtung  a,  /3,  y  der  Rotationsachse: 

cos  « :  cos  ß :  cos  y  =  0 :  ft :  c,  21  a) 

welche  auf  der  ;r-Achse  senkrecht  steht. 


tJbungsanfgabeu. 

1.  Wann    ist    eine    Fläche    zweiter   Ordnung,    deren    Gleichung    die 
Form  hat: 

a  X  y  -\-h  ji  z-\-c  :  x  -\r  d  x -\- e  y  +  f:  -{-(7  =  0, 
eine  Umdrehungsfläche? 

2.  Gegeben  irgend   zwei   windschiefe   Gorade  /j,   /.,.     Es    sollen    alle 
durch   sie   hindurchgehenden   Umdrehungsflächen    zweiter   Ordnung   auf- 
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gefunden  werden.  (Alle  Möglichkeiten,  die  eine  Gerade  ?i  durch  Drehung 
um  eine  Achse  in  die  Lage  der  anderen  1^  überzuführen.)  Die  Fläche 
der  Achsen  ist  zu  bestimmen. 


U5. 

Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades. 

Es  sei  vorgelegt  irgend  eine  (jleichuiig  ^weiten 
Grades  in  x^  y^  z: 

+  2  «H  .r  +  2  «24  //  +  2  «3,  z  -f  «^4  =  0, 

deren  zehn  Koeffizienten  «u  ...  «^^  beliebige  Werte  haben 
sollen. 

Gehört  die  Fläche  mit  dieser  Gleichung  einer  der 
zehn  im  vorigen  Paragraphen  aufgezählten  Arten  an 
und  welcher?  Wo  liegt  der  Mittelpunkt,  welche  Rich- 
tungen haben  die  Achsen,  wie  groß  sind  dieselben? 

Diese  Fragen  sind  durch  eine  Diskussion  zu  erledigen, 
die  sich  im  wesentlichen  an  den  Versuch  knüpfen  wird,  durch 
Koordinateutransformation  eine  der  dort  angeführten  Glei- 
chungsformen zu  erlangen.  Dabei  wird  man  sich  zunächst 
nicht  an  das  halten,  was  diese  Formen  trennt,  sondern  an  das, 
was  sie  gemeinsam  haben  und  daher  im  Hinblick  auf  die 
Hauptformeu  1),  2),  3)  und  Sa)  die  Forderung  so  stellen: 

Die  gegebene  Gleichung  1)  soll  so  transformiert 
werden,  daß  nach  der  Transformation  die  Glieder 
ersten  Grades  und  die  Produktglieder  fehlen,  d.h.  daß 
die  Koeffizienten  dieser  Glieder  verschwinden. 

Die  Entfernung  der  Glieder  ersten  Grades  ist  bereits  in 
§  13,  S.  141  ff.  behandelt  worden;  der  Vollständigkeit  wegen 
mag  aber  das  Ergebnis  noch  einmal  angeführt  werden. 

A,  Parallelverschiebung.     Transformation  auf  den  Mittelpunkt. 

Es  seien  a  ßy  die  Koordinaten  des  neuen  Anfangspunktes, 
bezogen  auf  das  alte  System  und  x^y-^^z^  die  neuen  Koordi- 
naten.    Die  Transforraationsformeln  sind  dann : 

x  —  x,-^a,     y  =  y^^ß,     z  =  z^^y.  1) 
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Man  bestimme  «,  /3,  y  aus  den  Gleichungen  ersten  Grades: 

«11«  +  «12/5  -f  «137  +  «u   =  0, 

«21«  +  «22/5  +  «23?  +  «24   =   0,  2) 

«31«  +  «32/5  +  «33^+   «34    =    0, 

lyid  berechne  darauf  a'44  nach  der  Formel: 

«'44    =   «41  «  +  «42/5  +  «43  7  +  «44  3) 

oder,  nach  Einsetzen  von  a,  ß,  y  aus  2): 

D 
«44  =  ^,  3a) 

wo  D  und  z/  die  folgenden  Determinanten  vierten  und  dritten 
Grades  bedeuten: 


D  = 


!  «11    «12    «13 
Z/  =      aji    t/22    «23   i  4) 


«11  «12  «13  «14 

«21  «22  «23  «24 

I   «31  «32  «33  «34 

I    «41  «42  «43  «44 

Da  «12  =  «n5  «13  =  «31  usw.,  so  sind  die  beiden  Deter- 
minanten symmetrisch,  z/  ist  übrigens  die  zu  «44  zugehörende 
Unterdeterminante  von  D. 

Die  neue  Gleichung  ist: 

«11 V+  «22«/i^4-«83^i^-f  2«23  2/i^'i  +  2a3i^-iri 

+   2fli2-^l?/l  +  «'44    =    0. 

Die  Glieder  ersten  Grades  sind  verschwunden  und  die 
Konstante  044  ist  durch  eine  andere  Konstante  a'44  ersetzt 
worden.  Die  Koeffizienten  der  Glieder  zweiten  Grades  aber 
sind  unverändert  geblieben. 

B.  Drehung.     Transformation  auf  die  Hauptachsen. 

Die  nun  zu  stellende  P'orderuug  ist  folgende: 
Gegeben     eine     beliebige     homogene    Funktion 
zweiten  Grades  in  x^y^Zi: 

Dieselbe  soll  durch  eine  orthogonale  Substitution 
der  Xytj^Zy  in  |,  ;;,  ^  gemäß  den  Gleichungen  3),  §  3  oder 
3a),  §3*): 

*)  Die  neun  Koeffizienten  dieser  Substitution  sind  im  folgenden  mit 
deutseben  Lettern  bezeichnet  worden,  um  jeder  Verwechselung  mit  den 
Koeffizienten  rtjj,  Ojo  .  .  .  vorzubeugen. 
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J-i  =  iii  l-f  O2 »?  -f  CI3  S ;  ^  =  a,  a-1  +  b,  y,  -(-  Ci  .^„ 

a)  //i  —  b,l  +  b^r/  +  bsS;         W  '/  =  ^^2-^1  •   bo?/,  +  Cj^,.         (J) 

in  die  l'orni: 

9(1,  ^/,e)^  A.|2_^A,,;2  +  A3t2.  7) 

in  welclier  die  Produktglieder  fehlen,  übergeführt 
werden. 

Dieses  Problem  spielt,  analytisch  aufgefaßt  und  auch  von 
drei  Variablen  auf  eine  beliebige  Anzahl  ausgedehnt,  in  vielen 
Zweigen  der  Mathematik,  sowie  in  zahlreichen  Anwendungen 
(z.  B.  in  der  Theorie  der  freiea  Achsen,  in  der  Theorie  der 
säkularen  Variationen  der  Elemente  der  I'lanetenbahnen,  in 
der  Theorie  der  Hauptdrucke  und  Hauptdilatationen  bei  der 
elastischen  Deformation)  eine  große  und  wichtige  Rolle.  Es 
hat  auch  eine  außerordentliche  Fülle  von  Anregungen  zu  aus- 
gezeichneten analytischen  Untersuchungen  gegeben,  und  wenn 
auch  hier  selbstverständlich  der  einfachste  und  kürzeste  Weg 
zur  Lösung  beschritten  worden  ist,  so  wird  sich  doch  Gelegen- 
heit bieten,  einige  derselben  zu  berühren. 

Es  ist  an  sich  gleichgültig,  ob  man  davon  ausgeht,  daß 
5)  durch  6a)  in  7)  übergeführt  werden  soll,  oder  ob  man 
umgekehrt  versucht,  die  Form  7)  durch  6b)  in  5)  zu  ver- 
wandeln. Beide  Ansätze  müssen  zuletzt  zum  selben  Ziele 
führen;  hier  ist  der  letztere  gewählt  worden,  weil  er  geringeren 
Aufwand  von  Rechnung  erfordert. 

Setzt  mau  6b)  in  7)  ein,  so  folgt: 

=  l,  {a,a\  +  faii/i  +  CiZ^y  +  ;.2  (112^:1  +  b.^1  +  c^^-i)^ 

-f  A3  (03^-1  + b3:vi  +  c..^i)^ 

Werden  die  Quadrate  entwickelt,  so  löst  sich  diese  Iden- 
tität in  die  folgenden  sechs  Gleichungen  auf: 

l)«ll  =  ''-lfll-+  '''202^+  ^-3a3^   ^)Cl23  =  h'^lh   ^  A260C0+  A363C3. 

2)o22  =  ''-ibr+  Aob.s-f  AgfcgS,  5)  «31  =  Aiqai  4-  A2Coa2+  AaC.Og,  8) 
3)a33=AiCi2+  A0C22+  A3C32,  6)  «10  =  Aiaibi-fA,a,bo+ A3  bgCg. 

Diese  sechs  Gleichungen  8)  enthalten  vorläufig  zwölf  Un- 
bekannte, nämlich  die  drei  Koeffizienten  Aj,  A,,  A3  der  trans- 
formierten Form  7)   und   die  neun  Koeffizienten  ü^,  a.,  .  .  •  der 

11 
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orthogonalen  Substitution  6).  Da  letztere  aber,  wie  in  §  3  ge- 
zeigt, durch  drei  voneinander  unabhängige  Größen,  z.B.  g),  i-,  d 
ausgedrückt  werden  können,  so  bleiben  nur  sechs  Unbekannte. 
Also  sechs  Gleichungen  und  sechs  Unbekannte!  Das  Problem 
ist  bestimmt,  d.  h.  weder  unbestimmt,  noch  überbestimmt. 
Die  Einführung  von  (p,  ip,  Ö  nach  10),  §  3  in  8)  empfiehlt 
sich  aber  ganz  und  gar  nicht.  Viel  eher  läßt  sich  vermuten, 
daß  die  Relationen  des  §  3  zwischen  den  neun  Richtungs- 
kosinus durch  geschickte  Anwendung  zur  Vereinfachung  des 
Systems  8)  dienen  können.  In  der  Tat  bietet  sich  hierzu 
günstige  Gelegenheit,  wenn  man  diejenigen  Gleichungen  zu- 
sammenstellt, welche  z.  B.  die  drei  Koeffizienten  q^,  Oa,  Q3  ent- 
halten, also  81),  86)  und  85),  sie  der  Reihe  nach  mit  a^,  h^ 
und  Cj  multipliziert  und  addiert.     Mau  erhält: 

«11  «1  -|-«2lfcl  +  «3l"-"l 

+  A3Q3  (0103  +  6163  + C1C3). 
Also  nach  4)  und  5),  §  3,  S.  28  überraschend  einfach : 

«11  Ol  +  «21  61  +  «31  Cl   =  '''l  «1-  9) 

Solcher  Gleichungen  kann  man  offenbar  durch  analoge 
Umformungen  im  ganzen  neun  bilden.  Denn  multipliziert  man 
81),  Sg)  und  85)  mit  ag',  bo)  '^2  ot^^r  mit  Og,  63.  Cg  und  addiert,  so 
werden  zwei  Gleichungen  gebildet,  die  aus  9)  entstehen,  wenn 
iu  der  Reihe  Qi,  bi,  Cj,  Ai  der  Index  1  durch  2  oder  3  ersetzt 
wird.  Dann  aber  kann  mau  dieselben  Operationen  an  80),  8^) 
und  80),  sowie  an  83),  84)  und  85)  ausüben  und  erhält  so  in 
der  Tat  neun  Gleichungen  von  der  Form  9). 

Dieselben  zerfallen  in  drei  Gruppen.  Die  erste  ent- 
hält Ol,  bi,  Ci  und  Ai,  die  zweite  03,  bo,  Ca  und  A.,,  die  dritte 
Og,  63,  Cg  und  Ag.  Sie  stimmen  alle  drei  in  ihrem  Bau  voll- 
kommen überein,  nur  daß  eben  in  den  Koeffizienten  a,  b,  c 
und  A  einmal  der  Index  1,  dann  2,  dann  3  zu  setzen  ist.  Läßt 
man  also  diesen  Index  vorläufig  ganz  fort,  schreibt  also  einfach 
a,  b,  c  und  A,  und  bringt  alle  Glieder  auf  die  linke  Seite,  so 
erhält  man  dreimal  das  System  von  drei  Gleichungen: 

(aii  —  A)  a  +  aiob  +  «igC  =  0. 

«21  ^  +  («22  —  A)  b  +  ttas  c  =  0,  10) 

«31  »1  +  «32  b  +  (033  —  A)  c  =  0, 
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WO  mithin  statt  a,  b,  c,  A  der  Reihe  nach  zu  setzen  ist: 

iln   Ih.   <•■!.    ^n      i^^i   ^2»   <■■-.   ^2;      «31    t\3i   <-"3i   ''■s-  11) 

Wird  noch  die  Gleichung: 

a2  4_  b2  -f  c2  =  1  12) 

hinzugefügt,  so  liegt  in  10)  und  12)  ein  vollständiges 
System  von  vier  Gleichungen  mit  vier  Unbekannten 
vor,  das  für  eine  jede  der  drei  Reihen  11)  gelten  muß. 

Das  ist  wohl  schon  eine  sehr  erhebliche  Vereinfachung 
des  Problems,  da  jetzt  nur  noch  vier  Gleichungen  mit  vier 
Unbekannten  zu  behandeln  sind.  Aber  die  Gleichungen  10) 
sind  sogar  linear  in  bezug  auf  die  Substitutionskoeffizienten 
a,  b,  c,  während  die  ursprünglichen  Gleichungen  8)  vom 
zweiten  Grade  waren.  Außerdem  sind  die  Gleichungen  10) 
auch  noch  homogen  und  beziehen  sich  somit  nur  auf  die  Ver- 
hältnisse ii  :  b  :  c. 

Daraus  folgt  weiter,  daß  die  drei  Gleichungen  10)  in 
bezug  auf  a,  b,  c  nicht  unabhängig  voneinander  sein  können, 
weil  sie  sonst  nur  die  selbstverständliche  Lösung  a  =  b  =  c  =  0 
haben  würden,  die  aber  nach  12)  für  uns  keine  Lösung  ist. 
Es  muß  vielmehr  jede  von  ihnen  eine  Folge  der  beiden 
anderen  sein  und  hierfür  ist  nach  I,  §  20  die  notwendige 
Bedingung,  daß  die  Determinante  aus  den  neun  Koeffizienten 
in   10)  verschwinde,  also: 

0   =:    j  «21  «22 A  «23  13) 

(JfiQ  Cl  00  /w    I 


a 


31 


Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  die  Unbekannte  A  und  sie 
muß  nach  dem  Vorangegangenen  sowohl  für  A  =^  Aj,  als  auch 
für  A  =  A2,  als  auch  für  A  =  A3  gelten.  Andererseits  wird  sie, 
wenn  man  die  Determinante  entwickelt,  vom  dritten  Grade 
und   hat   somit  auch   wirklich   drei  Wurzeln.     Daher   endlich: 

^n  ^2»  ''■31  d.  h.  die  drei  Koeffizienten  der  neuen 
Form  7)  sind  die  drei  Wurzeln  ein  und  derselben  kubi- 
schen Gleichung  13). 

Man  bezeichnet  sie  als  Resolvente  des  Problems.  Sie  sei 
gelöst.  Setzt  man  nunmehr  für  A  eine  der  Wurzeln  ein,  so 
können    die    drei    Gleichungen    10)    nicht    mehr    voneinander 

11* 
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unabhängig  sein.    Irgend  zwei  von  ihnen  gelten  sofort  das  ge- 
suchte Verhältnis  a:b:c.     So  etwa  die  beiden  ersten: 

^       c.,  "12  «13      .  I«U— ■^     «13      .     «11  —  -^^  «12  ... 

a:D:c=  .  :  —  1  :  .       14) 

«22  —  /-     «23  I        «21  «23  «21  «22—/- 

:=:  Vi  :  71  :  p 

und  damit  nach  12): 


tu  ,  n 

Q  =   ,       D  = -=^  = 

±  Vm2  +  n^  -I-  p^  ±  V»i2  -}-  w2  ^  i^2 

n 

c  = 


15) 


+  ym2  -f  n2  +  j)2 ' 
d.  h.  die  Richtung  der  entsprechenden  Hauptachse. 

Damit  ist  das  Problem  der  Transformation  in  „drei  Quadrate" 
durch  eine  orthogonale  Substitution  gelöst.  Die  kubische 
Gleichung  13)  liefert  die  drei  Koeffizienten  der  neuen 
Form,  während  die  Gleichungen  10)  und  12)  bzw.  14)  und  15) 
die  Richtungen  der  neuen  Koordinatenachsen,  d.h.  der 
Hauptachsen  der  Fläche  ergeben. 


Diese  Untersuchung  über  die  Transformation  in  drei  Qua- 
drate ist  so  geführt  worden,  daß  sie  sofort  auch  auf  n  Quadrate 
übertragen  werden  kann.  Die  Lösung  selbst  ist  von  äußerster 
Einfachheit  und  Klarheit;  aber  noch  sind  berechtigte  Zweifel 
zu  zerstreuen,  ob  sie  auch  in  allen  Fällen  gültig  bleibt. 

Es  sind  ihrer  drei,  nämlich:  Erster  Einwurf.  Die  Be- 
stimmung der  ?.  und  a,  b.  c  stützt  sich  lediglich  auf  die 
Gleichungen  10).  12).  13).  bzw.  auf  die  aus  ihnen  abgeleiteten 
Folgerungen  13),  14)  und  1.5).  Danach  wird  die  Richtung  jeder 
Achse  ganz  unabhängig  von  der  der  anderen  Achsen  er- 
mittelt. Stehen  diese  dann  nun  auch  tatsächlich  aufeinander 
senkrecht,  wie  es  sein  sollV 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  wird  man  wohl  nicht  um- 
hin können,  aus  den  drei  Systemen  10).  die  durch  Einsetzen 
der  Reihen  11)  entstehen,  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens 
abzuleiten.  Man  setze  also  zunächst  in  10)  die  erste  Reihe 
Qi,  bi,  q ,  Aj ,  multipliziere  dann  mit  Qo-bg.  Ca  und  addiere.  Es  folgt: 

aiiaia2  4-a22bib2-|-a33CiC2-t-a23(bi(;2  4-  iM -\-  «3i('-iii2  —  '^h'^2) 
+  «12(0162  -h  biQo)  =  Ai(aino  -h  biba  +  C1C2). 
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Nun  setze  man  ump;ekebrt  iu  10)  die  zweite  Reihe  aabgCjAg 
ein,  multipliziere  mit  iii,  [\,  (^  und  addiere;  so  entsteht  eine 
neue  Formel  von  ganz  gleichem  Bau,  nur  daß  eben  die  beiden 
Indizes  der  deutschen  Buchstaben  miteinander  vertauscht  sind. 
Dabei  bleibt  aber  die  linke  Seite,  wie  man  sieht,  durchaus 
unverändert  und  auch  auf  der  rechten  ist  nur  Aj  durch  Ag  zu 
ersetzen.     Durch  Subtraktion  folgt  also : 

{k,  —  Aa)  (iii  aa  4-  i\  ba  -j-  c,  C^)  =  0 
oder,    wenn    Aj    und   Aj    zwei  verschiedene  Wurzeln   der   Glei- 
chung  13)  sind:  irr,  n 

*=      ^  Hiti2  +  bib2-f  c,C2  =  0. 

Dies  ist  aber  nach  15),  §  1  die  Bedingung  des  Senkrecht- 
stehens.    Daher: 

Wenn  die  drei  Wurzeln  Aj,  Ag,  A3  der  kubischen 
Gleichung  13)  voneinander  verschieden  sind,  so  stehen 
die  drei  durch  15)  bestimmten  Richtungen  in  der  Tat 
aufeinander  senkrecht. 

Man  kann  dann  aus  den  drei  Systemen  10)  auf  um- 
gekehrtem Wege  wieder  zu  8),  d.  h.  zu  den  Ausgangsformeln 
für  die  Umwandlung  in  drei  Quadrate  zurückgelangen. 

Zweiter  Einwurf.  Wenn  die  kubische  Gleichung  13) 
imaginäre,  oder  vielmehr  komplexe  Wurzeln  hätte,  so  würden 
auch  die  zugehörigen  Achsenrichtungen  imaginär  werden.  Die 
Transformation  wäre  auf  reelle  Weise  nicht  möglich,  die  Lösung 
also  in  diesem  Falle  geometrisch  wertlos! 

Dem  gegenüber  hat  man  auf  verschiedene,  äußerst  scharf- 
sinnige Weisen  dargetan,  daß  gerade  diese  Gleichung  13) 
niemals  komplexe,  sondern  immer  nur  reelle  Wurzeln  haben 
kann,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  a^,  «12  •••  ideelle,  wenn  auch 
sonst  beliebige  Werte  haben.  Der  folgende  geniale  und  sehr 
einfache  Beweis  rührt  von  Cauchy  her. 

Bekanntlich  treten  komplexe  Wurzeln  bei  Gleichungen  mit 
reellen  Koeffizienten  immer  nur  paarweise  und  konjugiert  auf. 
Es  seien  also  A^  =  p -\- qi  und  Aj  =  p  —  qi  zwei  solche 
Wurzeln.  Natürlich  werden  auch  die  zugehörigen  Richtungs- 
kosinus komplex,  und  zwar  ebenfalls  konjugiert  komplex,  also 
von  der  Form: 

ai  —  Pi-f^i«,    b,  =  P2  +  ^2^     c,=P,+  Q,J, 
flo  =  I\  —  ^1^     h  =  P2—  Q2U     Ca  =  P3  —  Qzi- 
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Mit  diesen  Werten  erhält  die  Bedingung  aiOa+biba-t-CiC^  =  0 
die  Gestalt: 

Fl'  +  Qi'  +  P2'  +  Q2'  +  Ps'  +  Qz'  =  0 
und   zerfällt   daher,   da   sämtliche  P  und  0  reell   sein    sollen, 
in  die  sechs  Gleichungen: 

P,  =  P,  =  P,=  Q,  =  Q,  =  Q,  =  0. 
Daher  auch: 

Ol  =  bi  =  Ci  =  Q2  =  62  =  Ca  =  0. 

Dies  widerspricht  aber  der  ausdrücklichen  Verwerfung  der 
selbstverständlichen  Lösung  a  =  b  ^  c  =  0  des  Systems  10). 
Die  Gleichung  13)  kann  also  nur  reelle  Wurzeln  haben. 

Dritter  Einwurf.  Wenn  die  Gleichung  13)  zwei  gleiche 
Wurzeln  hat,  etwa  Aj  =  /I2,  so  scheint  es  doch  fast,  als  ob 
nach  10)  und  12)  auch  üj  =  iig,  bj  =  bg,  q  =  Cg  sein  müsse 
und  daher  die  entsprechenden  Achsen  nicht  mehr  senkrecht 
auf einanderstehen,  sondern  zusammenfallen ! 

Diesen  dritten  und  letzten  Einwurf  ganz  zu  vernichten, 
hat  die  größte  Anstrengung  gekostet  und  (von  3  auf  n  er- 
weitert) die  tiefsten  Untersuchungen  erfordert,  welche  hier  für 
w  =r  o  ergeben  haben,  daß  nach  Einsetzen  einer  solchen  doppelten 
Wurzel  der  Gleichung  13)  in  10)  diese  drei  Gleichungen  nicht 
mehr,  wie  im  allgemeinen  Falle  zwei,  sondern  nur  noch  eine 
unabhängige  Gleichung  bedeuten,  oder  daß  diese  Gleichungen 
sich  dann  nur  noch  durch  konstante  Faktoren  voneinander 
unterscheiden.     Es   bleibt  also  nur  eine  Gleichung  übrig 

von  der  Form: 

Aa^Bh^  Cc  =  0, 

welche  unzählig  viele,  in  einer  Ebene  liegende  Eichtungen 
ergibt  [siehe  15  b),  §  1],  aus  denen  man  irgend  zwei  zueinander 
senkrechte  nach  Belieben  auswählen  darf.     Dann  ist  die  neue 

Form: 

Ki^'  +  V')^^^^ 

und  die  Fläche  erweist  sich  als  Umdrehungsfläche*). 

Der  strenge  Beweis  dieses  an  sich  recht  einleuchtenden 
Resultats  ist  aber,  wie  gesagt,  nicht  leicht  und  soll  daher  auch 
nur  deswegen  geführt  werden,  weil  dabei  noch  für  die  Fort- 
setzung der  Diskussion  im  nächsten  Paragraphen  etwas  abfällt. 


*)  i^iehe  den  besonderen  Fall  in  j^  14. 
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Er  stützt  sich  auf  die  folgenden  Eigenschaften  symmetrischer 
Determinanten.     Es  sei: 

Uli      ^*i2     ^ha 

^   -=.    i  «21       ^22       ^'^23  I 
I  ^31       ^32       ^33  I 

eine  symmetrische  Determinante,  also  «12  =  «an  <^i3  =  «31  > 
«23  =  f/g,.  Ferner  seien  J^,  ^12  •••  die  zu  a„,  «,3  ...  ge- 
hörenden Unterdetermiuanten,  also  auch:' 

■^12   ^^   -^211       -'^23    ^^^^    -^321        -^31    ^^^   -^13' 

Dann  gilt  folgender  Satz: 

Wenn  z/  =  0,  so  haben  die  zu  den  Diagonalelementen  au. 
«22)  «33  gehörenden  Unterdeterminanten  ^.u,  ^22?  -^33  dasselbe 
Vorzeichen.     (Die  a^q  selbstverständlich  reell.) 

Beweis:  Für  z/  =  Ü  gilt  nach  I,  §  20  die  Proportion: 

-^11  •  ^12  '•  -^13    ^^^   -^21  •  -^22  •  -^23    =^    -^31  •  -^32  •  -"^33  5 

also  im  besonderen: 

-^11    •  -^12    =   -^21  •   ^221 

d.  h. 

-^11   •  -^22    =^    -^12  •  -421 

oder  (da  A^^  =  ^21) 

^11  •  ^22  =  \A\v' 

(/liä)^  ist  aber  positiv  oder  höchstens  =  0,  also  können 
^11  und  A^^  nicht  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Ein  gleiches 
folgt  für  J-u  und  A^^  sowie  für  ^22  und  ^,,3.     Q.  e.  d. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ist  ferner  der  Schluß  zu  ziehen: 

Wenn  z/  =  0  und  eine  zu  einem  Diagonalelement  zu- 
gehörende Unterdeterminante  ebenfalls  =  0,  z.  B.  J-u  =  0,  so 
sind  alle  in  derselben  Reihe  stehenden  Unterdeterminanten  =  0, 
d.  h.  auch  A^^  =  A^^  =  0. 

Und  endlich: 

Wenn  z/  ^=  0  und  A-^^  ^=  ^22  =  ^33  =  0,  so  ist  auch 
J.^2  =  -423  =  -4.31  =  0,  d.  h.  es  verschwinden  alle  Unterdeter- 
minanten von  z/. 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  gelingt  nun  der  gesuchte  Beweis 
wie  folgt.  Die  Gleichung  13)  erhält  nach  Entwickelung  der 
Determinante,  wenn  noch  die  Vorzeichen  aller  Glieder  ge- 
wechselt werden,  die  Gestalt: 

A3  — A2s  + Af  — z/  =  0,  13a) 
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WO  s  und  t  folgende  Bedeutung  haben: 

S   =   «U  +  «22  +  «33,  16) 

t  =  aaaWss  +  «33  "u  +  «11  ^'22  —  «23^  —  «31^  —  «l2^  17) 

während  z/  die  schon  in  4)  angegebene  Determinante  ist. 
Sind  Ai,  Aj,  A3  die  drei  Wurzeln,  so  ist  also  identisch: 
A3  _  A2s  +  A^  —  z^  =  (A  —  A,)  (A  —  Aj)  (A  —  A3). 

Daher:  ,    3    _ 

Aj  -r  ^-2  +  '^s  —  ^» 
A2  A3  -t-  A3  Aj  -|-  Aj  A2  =  f,  18) 

AjAgAg    =   z/. 

Für  Aj  =:  A2  also: 

2  Ai  -|-  A3  =  s,     2  Aj  A3  -f-  Aj-  =  f, 
und  nach  Elimination  von  A3 : 

3  Ajä  _  2  Ai  s  +  f  =  0, 
d.  h.  eine  etwaige  doppelte  AVurzel  von  13  a)  genü.irt  auch  der 
Gleichung:  3A»-2;..+(  =  0  18a) 

[die  auch  aus  13  a)  durch  Differentiieren  entstehen  würdej. 
Nach  Einsetzen  der  Werte  von  s  und  t  nimmt  aber  die  letztere 
Gleichung  18a)  bei  ganz  geringer  Umformung  die  Gestalt  an: 

22  23       U-        33  31  ^         11  ^2    _      —   q        jg^ 

f<32         ^33  "'^l  ;       '^IS  ^11  ■" '^  ^^21  ft22~''- 

und  nun  können  die  vorhin  abgeleiteten  Sätze  sofort  au- 
gewendet werden.  Denn  die  in  19)  auftretenden  drei  Deter- 
minanten sind  die  drei  zu  den  Diagonalelementen  der  sym- 
metrischen und  verschwindenden  Determinante  13)  gehörenden 
Unterdeterminanten.  Sie  können  also  nur  dasselbe  Vorzeichen 
haben,  oder  zum  Teil  oder  auch  alle  =  0  sein.  Da  aber  nach 
19)  ihre  Summe  =  0  sein  soll,  so  muß  hier  das  letzte  ein- 
treten. Dann  aber  sind,  wie  gezeigt,  alle  Unterdeterminanten 
von  13)  =  0,  d.  h.  die  drei  Gleichungen  10)  werden,  von  kon- 
stanten Faktoren  abgesehen,  identisch.     Es  muß  also  sein: 

«11  —  A :  «12:  «13  =  «21 :  «22  —  ^  ■  a-2z  =  f'si :  «S2  '■  «33  —  ^ 
oder    wenn    man    den    gemeinsamen  Wert   dieser  Verhältnisse 
mit  u:v: iv  bezeichnet,  nach  Einführung  dreier  Faktoren  Ai, k^, k^ : 

«11  —  A    =   A-i«,  «12   =   A-i^,  «13  =   ^'l^N 

«21   =:  k^U,  «22  —  A   =r   /.g  ?',  «.3    =   /.o  H", 

«31  =  k^u,  «32  ==  Ä-jd-,       «.,3  —  A  =  A-3?r. 
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Da  nun 

''23  ^^^  "321      ^31   ^^=  <'l3l      ''12   ^^  "211 

80  folgt  ferner: 

/."i : /.'a : /."a  =  h:v:  w 
und  man  kann  setzen: 

/,-,  =  Jen,     ko  =  kv,     /.'g  =  luv. 
Also  endlich: 
Uli  z=  X  -\-  ku\    a22  =  ^  -\-  kv^,     «33  =  k-\-kic^, 
a^s  ■=  kvtü,  a^i  =  kivu,  «13  =  kuv: 

Diese  Formeln  sind  aber  identisch  mit  den  Formeln  18),  §  14 
für  eine  Rotatioosfläche,  wenn  statt  a,  ft,  c  dort  gesetzt  wird  m,  v,  w. 
Damit  ist  also  auch  der  dritte  Einwurf  zuriickf^eschlagen. 
Sollten  endlich  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  13  a)  ein- 
ander gleich   sein,   also   A  =  A^  ==  Ag  =  /I3,   so  folgt  aus  18) 

3  A  =  s,     3  A2  =  ^,       also       s2  —  3  ^  =  0, 
oder  nach  Einführung  von  s  und  t  aus  16)  und  17): 
[a„2  -f  aaa-  +  «33^  —  «22 «33  —  «33  "n  —  «ii«22] 

+  3rt23'+3a3i2-|-3rti2'  =   0. 

Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  ist  aber  identisch  mit: 

"2    [(«22  —  ^33)'  -f  («33  —  «11)'  +  (^'n  —  «22)']- 

Für  reelle  Werte  der  Koeffizienten  kann  daher  die  Be- 
dingung s2  —  3^  =  0  nur  erfüllt  werden,  wenn : 

^'11  =  «22  =  «33  (=  ^) 
und 

«23    =    «31    =    «12    =0, 

d.  h.  wenn  die  Fläche  eine  Kugel  ist.  Dann  verschwindet 
das  System  10)  identisch,  wie  es  ja  auch  sein  muß,  da  nunmehr 
jede  Achse  eine  Hauptachse  ist. 

Die  anfangs  vielleicht  berechtigten  Zweifel  an  einer  in 
allen  Fällen  möglichen  orthogonalen  Transformation  in  drei 
Quadrate  sind  also  vollständig  zerstreut.  Sowohl  die  drei  neuen 
Koeffizienten  Aj,  Ag,  A3  als  auch  die  drei  Achsenrichtungen  sind 
stets  reell,  und  der  Ausnahmefall,  daß  zwei  der  A  einander 
gleich  sind,  bietet  nur  die  Möglichkeit  unendlich  vieler  solcher 
Transformationen,  da  dann  die  Fläche  eine  Umdrehungstiäche 
oder,  wenn  gar  alle  drei  A  gleich  sind,  eine  Kugel  ist. 
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Bestimmung  der  Art  der  Fläche.  Nach  Ausführung 
der  Parallelverschiebung  und  der  Drehung  ist  die  gefrebene 
Gleichung  auf  die  Form  reduziert  worden : 

und  die  Art  der  Fläche  [ob  I),  II),  III)  oder  la)  in  §  14]  hängt  nur 
noch  von  den  Vorzeichen  der  vier  Koeffizienten  Aj,  Ag,  A3,  a'44  ab. 
Sind  sie  z.  B.  alle  vier  positiv  oder  alle  vier  negativ,  so  liegt  la), 
ein  imaginäres  Ellipsoid,  vor.  Sind  A^,  A2,  A3  positiv,  a\^  negativ 
oder  umgekehrt,  so  ist  die  Fläche  ein  reelles  Ellipsoid  I)  usw. 

Da  a'44  =  --.  und  nach  18)  z/  =  A^  •  Ag  •  A3,  so  erhält  111) 

nach  Division  mit  —  a'44  [um  die  Konstante  in  Übereinstimmung 
mit  den  Formen  I),  II),  III),  la)  =  —  1  zu  machen]  die  Gestalt: 

;t2  792  ti 

-I i 1 -s 1  =  0  ITi 


—  ^2  "^ZZ'^T'  ZT  ^2 

In  bezug  auf  die  Vorzeichen  der  Produkte  Ag-Ag,  A3  •  Aj, 
Aj  •  A2  sind  nur  die  folgenden  zwei  Fälle  möglich.  Entweder 
sind  sie  alle  drei  positiv,  wenn  nämlich  A^,  Ao  und  Ag  alle  drei 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  oder  es  sind  zwei  negativ,  das  dritte 
positiv,  wenn  Aj,  Ag  und  A3  nicht  alle  drei  dasselbe  Vorzeichen 
haben.  Da  nun  (^)2  an  sich  positiv  ist,  so  entnimmt  man  aus 
der  Formel  IV)  bei  Vergleichung  mit  den  Formen  I),  II),  III). 
la),  §  14  die  folgenden  Kriterien: 

1.  Aj,  A2  und  A3  haben  alle  drei  dasselbe  Vorzeichen, 
J)  negativ,  so  I)  (reelles  Ellipsoid), 

2.  Ai,  Ao  und  A3  haben  alle  drei  dasselbe  Vorzeichen, 
D  positiv,  so  la)  (imaginäres  Ellipsoid), 

o.  Ai,  A2  und  A3  haben  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen, 
D  negativ,  so  III)  (zweischaliges  Hyperboloid), 

4.  Aj,  A2  und  A3  haben  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen, 
D  positiv,  so  II)  (einschaliges  Hyperboloid). 

Um  aber  die  Vorzeichen  von  Aj,  A^  und  A3  zu  ermitteln,  ist 
es  gar  nicht  erst  nötig,  die  kubische  Gleichung  13a)  aufzulösen. 
Denn  man  kann  sofort  die  berühmte  Zeichenregel  von  Cartesius 
anwenden,  welche  folgendermaßen  lautet*): 

*)  Derjenige  Leser,  dem  sie  bisher  nicht  bekannt  sein  sollte,  suche 
sie  für  n  =:  3  selbständig  zu  beweisen. 


20) 
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Wird  eine  Gleichuug  n*^"  Grades  nach  fallenden  (oder 
steigenden)  Potenzen  von  x  geordnet: 

ax'*  -|-/>a;"-»  +  rx»-'^  -f  dx"-^  . . .  =  0, 
80   sind   höchstens   so   viel   positive  Wurzeln  vorhanden,   wie 
Zeichenwechsel  in  den  Koeffizienten  u^h,c,d  ...  und  höchstens 
80  viel  negative  Wurzeln,  wie  Zeichenfolgen.    Diese  Höchst- 
zahl wird  erreicht,  wenn  die  Wurzeln  sämtlich  reell  sind. 

Das  letztere  ist  hier  der  Fall  für  die  Gleichung  13a): 

A3  — sAä  +  a  — z/ =  0.  1.3a) 

Aj,  Ag  und  A3  mithin  alle  drei  positiv,  wenn  s,  t  und  zJ  positiv; 
alle  drei  negativ,  wenn  t  positiv,  s  und  z/  negativ.  Ai,  Ag  und  A3 
haben  aber  verschiedene  Vorzeichen,  wenn  t  negativ,  oder  wenn 
s  und  ^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  oder  auch  wenn 
beides  der  Fall  ist,  da  es  dann  in  der  Reihe  der  Koeffizienten : 
1,     —  s,     t,     —  zJ 

sowohl  Zeichenwechsel,  als  auch  Zeichenfolgen  gibt.  Die  Kri- 
terien 20)  sind  also  durch  die  nun  folgenden  zu  ersetzen: 

1.  Reelles  Ellipsoid  I),  wenn  t  positiv,  s  und  z/  beide 
positiv  oder  beide  negativ,  1)  negativ, 

2.  Imaginäres  Ellipsoid  la),  wenn  t  positiv,  s  und  z/ 
beide  positiv  oder  beide  negativ,  D  positiv, 

3.  Zweischaliges  Hyperboloid  HI),  wenn  t  negativ,  oder 
wenn  s  und  z/  ungleiche  Vorzeichen  haben,  oder  wenn 
beides  der  Fall,  D  negativ, 

4.  Einschaliges  Hyperboloid  H),  wenn  t  negativ,  oder 
wenn  s  und  z/  ungleiche  Vorzeichen  haben,  oder 
wenn  beides  der  P'all,  IJ  positiv. 

Wenn  es  also  nur  darauf  ankommt,  die  Art  der  durch 
eine  gegebene  Gleichung  1)  gegebenen  Fläche  zu  erkennen,  so 
hat  man  nichts  weiter  zu  tun,  als  die  vier  Größen: 

s,     t,     z/,     D  22) 

zu  berechnen,  und  auch  dies  nur  so  weit,  bis  ihre  Vorzeichen 
festgestellt  sind.  Denn  diese  geben  dann  nach  21)  mit  un- 
fehlbarer Sicherheit  die  Entscheidung. 

Anmerkung:  Die  vier  Größen  22)  sind  die  sogenannten 
Invarianten  der  gegebenen  Gleichung  I)  für  eine  beliebige 
rechtwinklige   Koordinatentransformation,   da   sich   ihre  Werte, 
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wie  man  hinterher  ohne  große  Mühe  zeigen  kann,  bei  keiner 
solchen  Transformation  ändern.  Dabei  wird  aber  vorausgesetzt, 
daß  die  Gleichung  nicht  gelegentlich  mit  einem  Faktor  /: 
multipliziert  werde,  denn  dann  werden  s,  t,  /i  und  D,  da  sie  in 
bezug  auf  a^^,  a^o  ...  homogen  und  der  Reihe  nach  vom  ersten, 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grade  sind,  mit  k,  Ä;2,  1:^  und  k* 
multipliziert. 

Übungsaufgaben. 

1.  Ist  es  stets  möglich,  aus  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  die 
rein  quadratischen  Glieder  zu  entfernen?  Welche  Bedingung  muß  erfüllt 
sein?    Was  folgt  aus  ihr  für  den  Asymptotenkegel  der  Fläche? 

■2.  Man  mache  den  Ansatz  ^  =:  0  und  ziehe  Folgerungen  für  den 
Asymptotenkegel  der  Fläche. 

3.  Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  allgemeine  Gleichung  I)  ein 
Ellipsoid   darstelle,   das  Volumen   desselben   durch  die  zehn  Koeffizienten 

ö^iii  C'ii  •••  '^44  auszudrücken.     (Volumen  =  -^  jiabc.) 


S  16. 


S 


Ausnahmetjille  zur  Diskussion  der  allgeineineu  Gleichung 

zweiten  Grades.    Durchreclinung  eines  numerischen 

Beispiels. 

Die  Übersicht  über  die  Ausnahmefälle  wird  sehr  erleichtert, 
wenn  man  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  A 
und  B,  §  15  der  gegebenen  Gleichung: 

+  2  ciioxy  -\-2auX-{-2  ctoty  -f  2  a^iS  -\-  a^  =  0 

umkehrt,   also   erst   dreht  und   dann  parallel  verschiebt.     Der 
dabei  einzuschlagende  Gang  ist  kurz  folgender: 

A'.  Drehung. 

X  =  a,Xi-\'  11,2/1  +  113.-1, 

?/  =  tiiJ-i +  (1,1/1  +  1134-1,  1) 

Z    =     Ci^i     +    Co^i     +    Cg^i. 

Dann  transformieren  sich  die  Glieder  zweiten  Grades  unter- 
einander und  die  Glieder  ersten  Grades  untereinander;  jede 
Gruppe    unabhängig    von    der    anderen.     Nach   den    kritischen 
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Untersucliuiigen  des  vorigen  Paragrapheniist  es  daher  auch  hier 
immer  möglich,   die  Glieder  zweiten  Grades  in  drei  (i)uadrate: 

zu  verwandeln,  wobei  die  zugehörigen  Formeln  des  Abschnittes  B 
wörtlich  entnommen  werden  müssen.  Die  Glieder  ersten  Grades 
transformieren  sich  in  andere  Glieder  ersten  Grades: 

Die  Ausdrücke   für  a',4,  a'24,  a'34   findet   man   ohne  Mühe: 
"'14  =  f'utli  +«24ih  +  ^'34Cn 

«'•24    =    ('14  11^  +   ^24  ^^2  +  «'34  ^1 .  2) 

a's4    =    «14  Q3  -f  024^^3  +  «3t  «-'s. 

Die  Konstante  (^44  bleibt  unverändert.     Die  transformierte 
Gleichung  ist  daher: 
Aa:i2-f-A22/i2  +  A3^i24_2n'j,.ri  ^2a\,v,^2a'^,s,-^a^,  =  0.  IIa) 

B'.  Parallelverschiebung. 

Man  setze  in  IIa): 

^1  =  1  +  «',    y.  =  n^ß\   ^i  =  e  +  r'.  3) 

(Die  Verschiebungen  sind  mit  «',  /3',  y'  bezeichnet  worden, 
um  Verwechselungen  mit  den  alten  Verschiebungen  «,  /3,  7  in  A, 
§15  vorzubeugen.) 

Die  Gleichung  IIa)  wird  dann: 

Ai|2  +  1,71^  +  ^3^2  -f  2  {a\,  +  Ai«')a  +  2  (a',4  +  l,ß')ii 
+  2(«'34-f  A3/)^  +  [A,(«')2  +  A,(/3')2  +  A3(/)2  +  2«\4«'    IIb) 
+  2rt',4/3'  +  2a'3,/  +  «44]  =  0. 

Die  Glieder  ersten  Grades  verschwinden,  wenn: 

c.'  =  -^,     /3'  =  -^i,     r'  =  -^-  4) 

1  '^2  '"3 

Darauf  wird  die  neue  Konstante: 

«',.2  a'0,2  a',.2 

+  «44  5) 


Ai  A,  A3 

und  man  erhält  abermals  die  Gleichung: 

Ai|2  4-  A,r?2  +  ^3^2  +  a'44  =  0,  III) 

woraus  übrigens  folgt,j^  daß  der  Wert  von  a'44  aus  5)  mit  dem 
aus  der  früheren  Formel:  rj 

«'44  =  ^  6) 

errechneten  übereinstimmen  muß. 
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Die  Überführung  von  1)  in  IIa)  durch  1)  ist,  wie  erwiesen, 
stets  möglich.  Man  kann  daher  beim  Aufsuchen  von  Ausnahme- 
fällen die  einfachere  Form  IIa)  voraussetzen  und  sich  so  die 
Untersuchung  zunächst  wesentlich  erleichtern. 


Es  sei  also  die  Gleichung  IIa)  gegeben.  Die  Formeln  4) 
lehren,  daß  die  Transformation  3)  nur  dann  unmöglich  werden 
kann,  wenn  Aj  oder  Ag  oder  Ag  verschwindet.  Es  sei  dies  nicht 
der  Fall,  so  lehrt  die  Form  III),  daß  die  Fläche  ein  Kegel  ist, 
wenn  a'^  ■=  0,  und  zwar: 


Reeller  Kegel  IV),  §  14,  wenn  a'^^  =:  0  und  /-i,  ?..,,  /.. 

nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen. 
Imaginärer    Kegel    IV a),    §  14,    wenn    a'.,^  =  0    und 

Aj,  /I2,  A3  alle  dasselbe  Vorzeichen. 


7) 


Andere  Ausnahmefälle  gibt  es  nicht,  wenn  keiner  der 
Koeffizienten  A^,  Ag,  A3  verschwindet,  und  man  hat  also  nur  noch 
die  Annahme  zu  prüfen,  daß  zunächst  einer,  etwa  A3  ^0  ist: 

A3  =  0. 

Es  fehlt  dann  in  IIa)  das  dritte  Glied  A3^'i2.  Macht  man 
auch  hier  den  Ansatz  einer  Parallelverschiebung  3),  so  bleibt 
nach  IIb)  der  Koeffizient  von  t,  unverändert.  Dagegen  können 
die  Koeffizienten  von  ^  und  rj  =  0  gesetzt  werden,  worauf 
«'  und  ß'  wie  vorhin  durch  die  Formeln  bestimmt  sind : 

«'=  -^,     ß'=-^-  8) 

Da  noch  y'  zur  Verfügung  steht,  wird  man  die  Konstante 
in  IIb)  zum  Verschwinden  bringen. 
Man  erhält  dann: 


n'    2 
—     1        r  "44 

^2 

2  «'3, 

9) 

und  an  Stelle  von  III)  tritt  nun  die  Gleichung: 

^il'^  +  A,>r-4.2a'3,S  =  0.  III  a) 

Die  Fläche  ist  also  nach  V)  oder  VI),  §  14  ein  Paraboloid, 
und  zwar: 
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10) 


Elliptisches   Paraboloid,   wenn   A.^  =  0   und  Aj  und 

Ag  dasselbe  Vorzeichen  haben. 
Hyperbolisches   Paraboloid,   wenn    A3  =  0   und    Aj 

und  Ag  entgegengesetzte  Vorzeichen  hal)en. 

Ein  Ausnahmefall  liiervon  tritt  wieder  ein,  wenn  a'34  =  0, 

da   dann   nach   d)  y'  =  00  oder,   wenn  auch  der  Zähler  in  9) 

gleich   0   sein  sollte,   unbestimmt  wird.     Man  setze  daher  den 

Fall,  daß  in  IIa): 

A3  =  0     und     a'si  =  0. 

Die  Gleichung  IIa)  wird  dann: 

^xX,'^hyi^+^o',,x,-\-2a',^y,-\-a^,  =  U.  IIc) 

Sie  enthält  nicht  mehr  die  Veränderliche  ^"1  und  stellt 
also  nach  §  5  einen  Zylinder  vor,  dessen  Kanten  zur  ^i-Achse 
parallel  sind.  Um  zu  entscheiden,  welcher  Art  dieser  Zylinder 
ist,  verschiebe  man  in  der  Xiiji-Ebene  parallel: 

^1  =  1  +  «',    yr  =  y]  +  ß'  11) 

und  bestimme,  wie  vorhin,  a'  und  ß'  durch  die  Formeln: 

Statt  der  Gleichung  Illa)  entsteht  dann  als  Endgleichung: 
^n^'  +  hn'  +  a',^  =  0,  III  b) 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  worden: 

«',,  =  _^i^-^  +  «,,.  12) 

Die  Kriterien  sind  daher: 
Reeller  elliptischer  Zylinder  VII),  §  14,  wenn  A3=r0, 

a'si  =  0,  Ai,  A,  und  ( — «'^4)  gleiche  Vorzeichen. 
Imaginärer  elliptischer  Zylinder  Vlla),  §  14,  wenn 

A3  =  0,   ft'g^  =  0,    Ai,    A2    und   «'44    gleiche  Vor-  ,  13) 

zeichen. 
Hyperbolischer  Zylinder  VIII),   §  14,   wenn    A3  =  0, 

(('3^  =  0,  Aj  und  Ao  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

Auszunehmen  ist  wieder  der  Fall,  daß  a'^^  =  0.  Dann  wird 
die  Gleichung  IHb):       ^  ,^  ^  ^^^.^  _  ^  ^^^^ 

und  sibt  also  zwei  Ebenen: 


»?  =  +l]/-^,      ^/  =  -||/-?•  1^) 


A, 
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Daher : 

Zwei  sich  schneidende  reelle  Ebenen,  wenn  ^3  =  0, 
(('3^  =  0,  a'44  =  0  und  Aj  und  Aj  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. 

Zwei  sicli  schneidende  imaginäre  Ebenen  (d.  h.  ein 
unendlich  dünner  elliptischer  Zylinder),  wenn 
Ag  =  0,  «'34  =  0,  a'44  =  0,  Ai  und  ).^  dasselbe 
Vorzeichen. 


15) 


Mehr   Ausnahmefälle    gibt   es    nicht,    wenn    nur   eine   der 
drei  Größen  Aj,  Aj,  A3  verschwindet.     Es  seien  also  zwei,  etwa: 
A,  r=  0,      A3  =  0. 

Die  Gleichung  IIa)  wird  dann: 

A,^i2  ^  2  a\,x^  +  2  a\,yy  +  2  v!^,z,  +  a,^  =  0.         Ild) 

Man  kann  jetzt  unbeschadet  der  Allgemeinheit  einen  der 
beiden  Koeffizienten  a\^  und  a'34  =  0  setzen.  Denn  da  zwei 
der  A  =  0,  also  auch  einander  gleich  sind,  so  ist  die  Fläche 
(wenn  auch  nur  im  uneigentlichen  Sinne)  eine  Umdrehungs- 
fläche. Damit  stimmt,  daß  man,  ohne  die  Form  Ild)  zu  ändern, 
noch  um  die  iCj-Achse  drehen  kann,  wobei  nur-  a'24  und  a'34 
ihre  Werte  ändern.  Es  werde  also  «'34  =  0  gesetzt  und  die 
Gleichung  Ild)  in  der  Form  angenommen: 

Ai  x^^  -h  2  a\^x^  4-  2  a'04  «/i  -f  044  =  0.  II  d) 

Nun  verschiebe  man  in  -der  iCj^i-Ebene  parallel: 

^'1  =  ^  +  «,    ^1  =  '/  +  Zu- 
setze : 

n'    2 

"  -         A,  '     '^-  2  «',4        ' 

so  wird  die  transformierte  Gleichung: 

Aifc2_^2ö'24>?  =  0.  III  d) 

Daher : 
Parabolischer  Zylinder  IX),  §14,  wenn  Ao  =  A3  =  0.     16) 

Ein  Ausnahmefall  tritt  wieder  ein,  wenn  schon  von  vorn- 
herein in  Ild)  beide  Koeffizienten  a'24  und  a'34  verschwinden, 
also  Ild)  die  Form  hatte: 

A,a:i2  +  2a',4,rj-f-a44  =  0.  II  e) 
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Dann  enthält  die  Gleichung  nur  noch  x^.     Also: 
Zwei    parallele    (reelle    oder    imaginäre   oder   zu-  | 

samraenfallende)  Ebenen,  wenn  Aa  =  0,  A3  ==  (),  -  17) 
a'24  =  0,  a'34  =  0,  j 

Ein  anderer  Ausnahmefall  ist  nicht  mehr  möglich,  es  sei 
denn,  daß  alle  drei  A  verschwinden.  Dann  enthält  die  Glei- 
chung IIa),  also  auch  die  gegebene  Gleichung  I)  keine  Glieder 
zweiten  Grades.  Sie  reduziert  sich  auf  den  ersten  Grad  und 
stellt  eine  Ebene  vor.  Will  mau  sie  aber  auch  dann  noch  als 
Grenzfall  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  betrachten,  so  schreibe 
man  die  linke  Seite  als  das  Produkt: 

(2  a\,x  +  2  a',,y  +  2  a\,z  +  a,J  (0  ^  -}-  0  y  +  0  ^'  +  1). 

Die  Fläche  zerfällt  also  in  die  gegebene  und  in  die  un- 
endlich ferne  Ebene. 

Sind  gar  alle  Koeffizienten  in  I)  =  0,  außer  044,  so  ist 
auch  diese  gegebene  Ebene  unendlich  fern,  die  Gleichung  stellt 
sozusagen  die  unendlich  ferne  Ebene  doppelt  vor. 

Sind  endlich  alle  10  Koeffizienten  =  0,  so  wird  die  Glei- 
chung zur  Identität  und  hört  auf,  eine  Gleichung,  eine  Be- 
dingung zu  sein.  

Die  Untersuchung  der  Ausnahmefälle  ist  hiermit  vollständig 
erledigt.  Wie  auch  immer  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in 
X,  ?/,  ^'  aussehen  mag,  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen durchgeführte  „Diskussion"  muß  die  Entscheidung  über 
die  Art  der  Fläche  bringen.  Und  da  diese  Diskussion  nur  auf 
die  in  §  14  aufgezählten  Flächen  zweiter  Ordnung  geführt  hat, 
so  gibt  es  eben  keine  anderen. 

Es  ist  noch  wünschenswert,  die  Kriterien  7),  10),  13),  15), 
16)  und  17)  von  der  reduzierten  Form  IIa)  auf  die  ursprüng- 
liche Form  I)   zu  übertragen.     Dies  ist  in  den  Hauptfällen  7) 

und  10)  sofort  geschehen,  da  a'44  =  —  und  Aj,  Ag,  A3  Wurzeln 

der  kubischen  Gleichung  sind  [vgl.  18a),  §  15,  S.  167]: 

A3  — A2s-f  A^  — ^  =  0.  18) 

Soll  eine  Wurzel,  etwa  A3,  verschwinden,  so  muß  hiernach 
z/  =  0  sein,  worauf  die  beiden  andern  Wurzeln  A^  und  Aj 
durch  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung: 

A2_As  +  f=0  19) 

12 
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gefunden  werden.  Nicht  ganz  so  einfach  liegt  13j.  Es  ist 
zunächst  z/  =  0.  Aber  auch  die  zu  «i^,  «24  und  034  zugehörigen 
Unterdeterminanten  von  D  müssen  verschwinden,  weil  die  Fläche 
eine  ganze  Mittellinie  hat  und  die  drei  Gleichungen  2j,  §  15 
daher  nicht  voneinander  unabhängig  sein  können.  Bei  der  Ent- 
wickelung  von  D  nach  den  Elementen  der  vierten  Horizontal- 
oder  Vertikalreihe  findet  man  daher  Z)  ^  0,  wie  auch  um- 
gekehrt aus  Z)  ==  0,  z/  :^  0  sofort  das  Verschwinden  der  drei 
obengenannten  Unterdeterminanten  folgt  (siehe  S.  167).  Mehr 
Schwierigkeiten  macht  aber  die  Umwandlung  von  a\^^   da  die 

alte  Formel:  a' .,  =  —  hier  nicht  anwendbar  ist  und  die  neue 
z/ 

Formel  12)  nur  auf  Umwegen  von  der  Form  IIa)  auf  I)  über- 
tragbar ist.  Es  bleibt  dann  nur  übrig,  die  Gleichungen  2) 
und  3),  §  15  wieder  aufzunehmen,  diesmal  aber  mit  der  Maß- 
gabe, daß  die  Gleichungen  2),  §  15  nicht  voneinander  unabhängig 
sind  und  daher  zwei  von  ihnen  ausreichen.  Man  wird  daher 
auch  die  eine  Koordinate  des  Mittelpunktes,  etwa  ;-,  beliebig 
annehmen  und  so  irgend  einen  Punkt  der  Mittellinie  bestimmen. 
Durch  Einsetzen  iu  3)  entsteht  dann  a'44,  und  zwar,  wie  sich 
hinterher  leicht  zeigen  läßt,  unabhängig  von  der  Lage  dieses 
Punktes  auf  der  Mittellinie. 

Sollen,  wie  in  16),  zwei  A,  etwa  Ag  und  A3,  verschwinden, 
so  muß  z/  =  0  und  t  =  0  sein,  woraus  (nach  S.  IGT)  folgt, 
daß  sämtliche  Unterdeterminanten  von  J  den  Wert  Null  haben. 
Es  ist  dann  auch  D  =  0.  In  den  Fällen  15)  und  17),  d.  h. 
wenn  die  Fläche  in  zwei  Ebenen  zerfallen  soll,  müssen  D  =  0 
und  z/  =  0,  aber  auch  alle  anderen  Unterdeterminanten  von 
D  =  Q  sein.  Denn  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ist  Mittel- 
linie der  Fläche,  also  muß  aus  zwei  der  drei  Gleichungen  2), 
5>  15  wieder  die  dritte  folgen.  Andererseits  muß  rt'44  =  0  werden, 
d.  h.  die  vier  Gleichungen: 

«11«  -f  «12/5  +  «13^  +  ai4  =  0, 

«21«  +  «22^  +  «237  +  «24  =  0, 

«31«  +  «32/3  +  a^zY  -f  «34  =  O7 

«41«  +  «42/3  +  «437  -f  «44  =  0 

ergeben  vier  durch  ein  und  dieselbe  Gerade  gehende  Ebenen, 
wenn  «,  /3,  y  durch  .r,  ?/,  s  ersetzt  werden.  Und  in  dieser 
Geraden  schneiden  sich  auch  die  beiden  Ebenen,  aus  welchen 
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die   Flüche    besteht.     Also   verschwindet  die   DeterminaDte   D 
des  Systems  20)  und  ilire  sämtlichen  Unterdeterminanten. 

Alles  in  allem  erhält  man  also  folgende  Zusammenstellung 
der  Ausnahmefälle: 

1.  D  =  0,  J  zifz  0. 

Die  Fläche  ist  ein  Kegel,  dessen  Spitze  durch  irgend 
drei  der  vier  Gleichungen  20)  bestimmt  wird. 

a)  Reeller  Kegel,  wenn  t  negativ  oder  s  und  zJ  un- 
gleiche Vorzeichen  oder  beides. 

b)  Imaginärer  Kegel  (unendlich  kleines  EUipsoid), 
wenn  t  positiv,  s  und  zl  gleiche  Vorzeichen. 

2.  z/  =  0,  7>  z^  0. 

a)  Elliptisches  Paraboloid,  wenn  t  positiv. 

b)  Hyperbolisches  Paraboloid,  wenn  t  negativ. 

3.  J)  =  0,  z/  =  0,  aber  nicht  alle  Unterdeterminanten  von 
D  =  0. 

Die  Fläche  ist  ein  Zylinder,  dessen  Mittellinie  als 
Schnittlinie  der  drei  Ebenen  2),  §  15  bestimmt  wird. 

a)  Reeller  elliptischer  Zylinder,  wenn  t  positiv, 
s  und  a'44  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

b)  Imaginärer  elliptischer  Zylinder,  w^eun  t  positiv, 
s  und  rt'44  gleiche  Vorzeichen. 

c)  Hyperbolischer  Zylinder,  wenn  t  negativ. 

d)  Parabolischer  Zylinder,  wenn  ^  =  0  [also  da 
auch  z/  =  0,  sämtliche  Unterdeterminanten 
von  z/  =  0  (S.  167)]. 

[Die  in  3  a)  und  b)  genannte  Größe  a\^  ist  nach  3), 
§  15  zu  berechnen,  nachdem  irgend  ein  Punkt  der  durch 
2),  §  15  bestimmten  Mittellinie  eingesetzt  worden  ist. 
Übrigens  läßt  sich  zeigen,  daß  das  Vorzeichen  von  a'44  in 
diesen  beiden  Fällen  mit  dem  gemeinsamen  Vorzeichen 
der  drei  zu  a^,  agg  und  ^33  zugehörigen  Unterdeterminanten 
von  D  übereinstimmt.] 

4.  D  :^  0,  sämtliche  Unterdeterminanten  von  D,  z/  mit  ein- 

geschlossen, verschwinden. 

Die  Fläche  zerfällt  in  zwei  Ebenen,  deren  Durch- 
schnittslinie durch  irgend  zwei  der  vier  Gleichungen  20) 
bestimmt  wird.     Ist  t  nicht  =  0,  d.  h.  verschwinden  nicht 

12* 
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sämtliche  Unterdeterminanten  von  z/,  so  liegt  die  Schnitt- 
linie  in  der  „Endlichkeit",  d.  h.  nicht  unendlich  fem.  Die 
beiden  Ebenen  sind  dann  reell,  wenn  t  negativ,  imaginär 
(unendlich  dünner  elliptischer  Zylinder),  wenn  t  positiv. 
Ist  aber  f  :=  0,  so  zerfällt  die  Eläche  in  zwei  parallele 
(reelle  oder  imaginäre)  Ebenen.  Als  letzter  Grenzfall  ist 
noch  zu  erwähnen,  daß  die  beiden  Ebenen  zusammen- 
fallen. Dann  verschwinden  auch  alle  Unterdeterminanten 
der  Unterdeterminanten  von  D  (Unterdeterminanten  zweiter 
Ordnung).  Die  vier  Gleichungen  20)  unterscheiden  sich 
nur  durch  konstante  Faktoren  und  geben  alle  vier  die- 
selbe Ebene,  diejenige  nämlich,  welche  durch  die  gegebene 
Gleichung  I)  selbst  doppelt  dargestellt  wird. 


Die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
ist  nunmehr  bis  zum  letzten  Ende  durchgeführt.  Sie  ist  streng 
metrisch  und  hat  es  ausschließlich  mit  Transformationen 
von  rechtwinkligen  auf  andere  rechtwinklige  Koordinaten 
zu  tun. 

Als  Ergänzung,  welche  auch  der  projektiven  Auffassung 
(I,  §  26)  gerecht  wird,  ist  ein  kurzer  Hinweis  auf  die  all- 
gemeinsten linearen  Transformationen  solcher  Glei- 
chungen am  Platze,  wobei  man  am  besten  nach  I,  s^  21  erst 
homogen  macht,  indem  statt  a;  y,  z  gesetzt  werden: 

X       y       z 
T'     T'     7' 

Nach  Multiplikation  mit  P  wird  dann  die  Gleichung  I)  zu 
einer  homogenen  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  vier 
Veränderlichen  x^  «/,  z^  t. 

'hi^""  +  «22«/'  +  «33 ^'  -h  «44^'  +  2  «xaa:«/ 
■\-  2  «13^:^  +  2  rti4  xt  -\-  2  Uc^^yz  -f  2  ^34^^  -\-'2a^^zt  ^  0. 

Setzt  man  nun  irgend  eine  (homogene)  lineare  Trans- 
formation : 

X  =  ciy^Xy  -\-  a^yi  +  a^Zi  +  «^fi 

V  =  fti-n  +  ^2l/i  +  ^s-^  +  Kh  2ii) 

Z    =    CiXi  -\-    Colli  +    ^3~^  +    ^4^ 
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in  1  a)  ein,  von  der  die  Transformation  reclitwinkliger  Systeme 
ineinander  ein  besonderer  Fall  ist  [di  =  (I2  =  ^^3  =  0,  d^  =  1, 
80  daß  die  letzte  Gleichung  t  =  t^  {=  1)  fortfällt  usw.],  so 
kann  nach  allen  Formen  gefragt  werden,  welche  la)  annehmen 
kann,  insbesondere  aber  nach  der  Möglichkeit,  die  „reine"  Form 
zu  erlangen: 

h'JPi"  +  K!/{'  +  ^3-~i''  +  Kh'  =  0.  3a) 

Daß  dieselbe  auf  unendlich  viele  Weisen  erreicht  werden 
kann,  ist  durch  Abzählen  sofort  klar,  da  nur  sechs  Koeffizienten 
der  (juadratischen  Form  verschwinden  sollen,  während  16  Sub- 
stitutionskoeffizienten in  2a)  zur  Verfügung  stehen.  [Werden 
•^'n  yii  ^11  U  allgemein  als  „tetraedrische"  Koordinaten  (siehe  I, 
§21)  angesehen,  so  muß  das  zugrunde  zu  legende  Tetraeder 
sich  selbst  polar  werden  (1,  §  22).]  Macht  man  die  Voraus- 
setzung, daß  die  Substitution  2a)  umkehrbar  ist,  daß  also  die 
Determinante  der  16  Koeffizienten  nicht  =  0  sein  soll,  so  gilt 
für  alle  möglichen  Umformungen  in  Quadrate  der  folgende, 
sehr  wichtige,  auch  als  „Trägheitsgesetz"  der  quadratischen 
Formen  bezeichnete  Satz: 

Wie  man  auch  eine  gegebene  quadratische  Form  la) 
durch  eine  Substitution  2a)  mit  reellen  Koeffizienten 
„rein"  darstellt,  die  Anzahl  der  Koeffizienten 

''•11         ^'Zl        ^S^        ^il 

welche  positiv  sind,  ist  unabänderlich  dieselbe  und 
ein  gleiches  gilt  dann  selbstverständlich  für  die  nega- 
tiven. 

Denn  gesetzt  man  habe  zwei  verschiedene  Darstellungen 
von  der  Form  Sa)  —  die  zweite  möge  mit  3'a)  und  ihre 
Koeffizienten  mit  k\  ...  usw.  bezeichnet  werden  —  und  damit 
die  Identität: 

erlangt  und  es  habe  sich  herausgestellt,  daß  das  erste  Mal  etwa 
drei  der  A,  z.  B.  Ai,  A2,  A3  positiv,  A^  dagegen  negativ;  das  zweite 
Mal  dagegen  nur  zwei,  A\,  A'2,  positiv,  die  beiden  andern,  A'3 
und  A'4,  negativ  seien.  Dann  schreibe  man  die  Identität 
folgendermaßen : 
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SO  stehen  links  und  rechts  nur  positive  Größen,  die  sich  im 
äußersten  Falle  auf  null  reduzieren,  wenn  alle  Glieder  null 
werden.     Der  Ansatz: 

oc\  =  y\  =  h  =  o 

führt  daher  sofort  zu  dem  Schluß,  daß  auch: 

^1  =  ^1  =  ^1  =  ^'i  =  t\  =  0 
und  also  auch: 

Nun  aber  ergeben  die  Bedingungen  x\  =  y\  =z  t^  ^=  0 
nach  Umkehrung  von  2a)  bzw.  von  2'a)  nur  drei  Gleichungen 
zwischen  x,  y,  z,  #,  welche  stets  erfüllt  werden  können,  ohne 
daß  zugleich  x=^y  =  0  =  t  =  O  ist.  Die  gemachte  Voraus- 
setzung ist  also  falsch,  der  Satz  daher  richtig. 

Ähnlich  beweist  man,  daß  wenn  einmal  ein  A  den  Wert  0 
hat,  dies  immer  so  sein  muß,  in  welchem  Falle  daher  die  Form 
nicht  durch  vier,  sondern  durch  drei  Quadrate  dargestellt 
wird.  Und  sind  einmal  gar  zwei  oder  drei  der  A  =  0,  so  ist 
dies  auch  immer  so,  die  Form  ist  dann  durch  zwei  oder  durch 
ein  Quadrat  darstellbar. 

Betrachtet  man  von  dem  so  gewonnenen  und  einen  klaren 
Überblick  gewährenden  Standpunkt  noch  einmal  die  in  i;  14 
aufgezählten  Formen,  mit  Rücksichtnahme  erstens  auf  den 
Umstand,  daß  man  durch  Multiplikation  mit  —  1  sämtliche 
Vorzeichen  wechseln  kann,  und  zweitens  auf  die  Tatsache,  daß 
auch  die  Formen  V),  VI)  und  IX)  sofort  „rein"  dargestellt 
werden  können,  z.  B.  V)  statt: 

"       2p      2q~V'^4j       V       4/       2p      2g' 
so  bleiben  folgende  Möglichkeiten: 

1.  Alle  vier  Quadrate  haben  Koeffizienten  mit  gleichen 
Vorzeichen.  Man  findet  nur  la),  also  das  imaginäre 
Ellipsoid. 

2.  Drei  der  Koeffizienten  positiv,  einer  negativ,  oder  um- 
gekehrt. Hierher  gehören:  I),  III),  V),  also  das  reelle 
Ellipsoid,  das  zweischalige  Hyperboloid,  das  elliptische 
Paraboloid. 
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8.  Zwei  Koeflizienteii  i)ositiv,  zwei  negativ.  Hierher  ge- 
hören: II)  imd  VI),  das  eiuschalige  Hyperboloid,  das 
hyperbolische  Paraboloid. 

4.  Ein  Koeffizient  =  0,  die  drei  anderen  haben  gleiche 
Vorzeichen.  Hierher  gehören:  IV a)  und  Vlla),  der 
imaginäre  Kegel  und  der  imaginäre  Zylinder. 

5.  Ein  Koeffizient  =  0,  die  drei  anderen  haben  teils 
positive,  teils  negative  Vorzeichen.  Hierher  gehören: 
IV),  VII),  VIH)  und  IX),  der  elliptische  Kegel,  der  ellip- 
tische, der  hyperbolische  und  der  parabolische  Zylinder. 

6.  Zwei  Koeffizienten  =  0,  die  beiden  anderen  haben 
gleiche  Vorzeichen.  Hierher  gehören:  Xa)  und  Xc), 
zwei  imaginäre,  sich  in  einer  reellen  oder  unendlich 
fernen  Geraden  schneidende  Ebenen. 

7.  Zwei  Koeffizienten  =  0,  die  beiden  anderen  haben  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen.  Hierher  gehören:  Xb)  und 
Xd),  zwei  reelle,  sich  schneidende  oder  parallele  Ebenen. 

8.  Drei  Koeffizienten  =  0.  Xe).  Die  Fläche  ist  eine 
Doppelebene. 

Diese  Einteilung  ist  projektivischer,  also  nicht  metrischer 
Natur  (I,  $  26). 

Aus  dem  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen  geht 
hervor,  dai3  es  nur  möglich  ist,  solche  Flächen  kollinear  (und 
reell)  aufeinander  abzubilden,  die  hier  unter  derselben  Nummer 
genannt  sind.  So  ist  z.  B.  jede  Mühe  umsonst,  ein  Ellipsoid 
kollinear  auf  ein  einschaliges  Hj'^perboloid  oder  auf  einen  Kegel 
beziehen  zu  wollen,  wohl  aber  kann  ersteres  auf  diese  Weise  in 
ein  zweischaliges  Hyperboloid  oder  ein  elliptisches  Paraboloid 
verwandelt  werden. 

Übrigens  ersieht  man  aus  der  in  diesem  Paragraphen  durch- 
geführten Untersuchung  der  Ausnahmefälle,  daß  die  Bedingung 
für  das  Verschwinden  eines  A  in  3  a)  durch  die  Gleichung 
D  =  0  und  für  das  Verschwinden  zweier  K  durch  das  Null- 
setzen aller  Unterdeterminanten  von  D  gegeben  wird. 


Die  numerische  Durchrechnung  der  Diskussion,  wenn  die 
Koeffizienten  a^,  aj.,...  ziffernmäßig  gegeben  sind,  erfordert 
ungleich  mehr  Mühe  als  im  analogen  Problem  der  Kurven 
zweiter  Ordnung,   ist   aber   doch   bei   einiger  Umsicht  noch  zu 
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bewcältigen.    Die  Art  und  Weise  des  Vorgehens  wird  das  folgende 
Beispiel  lehren. 

Gegeben  sei  die  Gleichung: 
4x^-\-r>if-\-6z^-^4y2  —  4:Xy-\-S2x  —  2S!/  +  4:iZ-\-4t6  =  0,   21) 

ttu  ^22  ^'aS  ^23  ^31  ^12  ^14  ''24  ^'34  ''44 

=  +4,    +5,    +6,    +2,     0,      -2,     +16,    -14,    +2,    -^46. 

Man  bilde  nach  16),  17)  und  4),  ?;  15: 
5  =  011  +  «22  +  «33  =  4  +  5  -I-  6  =  +  15, 
t  =  aiittaa  +  «22  «33  +  «33  «11  —  «23-  —  "ai""  —  «12^  =  +  ß<^i 

ZJ   =   ana22«33  —  «ll«23^  —  «22«31^  "  «33«12"^  +  2  ajoft.s^ai    =    T"  ^*^- 

Die  direkte  Berechnung  von  D  nach  4),  §  15  durch  eine 
Determinante  vierten  Grades  empfiehlt  sich  im  allgemeinen 
nicht  (als  zu  umständlich).  Bequemer  ist  es,  da  zJ  nicht  ver- 
schwindet, erst  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  31  nach  2), 
§  15  zu  berechnen: 

4«  — 2/3  +  0/  + 16  =  ü      +26,    +12,    —    4, 

—  2a +  5/3 +  2  7  —  14  =  0      +12,    +24,    —    8, 

Oa  +  2/3  +  6y+    2  =  0-    4,    —    8,    +16, 

(Man  multipliziere  mit  den  rechts  stehenden  Unterdeter- 
minanten von  z/,  um  immer  gleich  zwei  Unbekannte  zu  eli- 
minieren.)    Es  folgt: 

80  «+240  =  0,     80/3  —  160  =  0,     807  +  80  =  0. 

Der  Mittelpunkt  ist  daher: 

Ji(-3,  +2,  -1).  22) 

Die  Formel  3),  §15  gibt  nun: 
a',,=  l6(-3)-14(+2)+2(-l)  +  46  =  -32 
(also:  D  =  a',,  •  zl  =  —  2560). 

Transformiert  man  auf  den  Mittelpunkt  und  setzt  nach  1): 
x  =  x,-S,     y  =  y,-\-2,     z  =  z,-\,  23) 

so  entsteht  mithin  die  neue  Gleichung: 

4^^2  ^  5y^2  _^  6^,2  +  4^^,-^  _  4^-^^^  -  32  =  0.  24) 

(Man  überzeuge  sich  zur  Probe  von  der  Richtigkeit  durch 
unmittelbares  Einsetzen  von  23)  in  21),  Auflösen  der  Klammern 
und  Zusammenziehen.) 
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Nunmehr  ist  die  kubische  Gleichung  13a),  i^  15,  S.  171  an- 
zuzieheu,  welche  hier  wird: 

A3  —  15  A'-i  -t-  0(j  A  —  80  =  ü. 
Nach  der  kartesischen  Zeichenregel  sind  ihre  Wurzeln  alle 
drei   positiv.     Glücklicherweise   sind   sie   hier  ( zufällig Vj  ganze 
Zahlen,     Man  tindet: 

K  =  +  8,     h  =  +  ö.     /I3  =  +  2. 
Die  Gleichung  IV),  §  15,  S.  170  wird  daher: 
8  |3  -f  5  !?■■'  -H  2  ^2  —  32  =  0 
oder  ta         2       t2 

I  +  |l+16-'  =  «-  2^» 

Also  ein  reelles  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen: 
a  =  ^4     =2  (kleinste  Halbachse), 

h  =r.  y6,4  =  2,5298  (mittlere  Halbachse), 
c  ■=  V16  =  4  (größte  Halbachse). 

Die  Fläche  selbst  und  ihr  Mittelpunkt  sind  gefunden  und 
es  bleibt  nur  noch  die  Ermittelung  der  Richtungen  der  Halb- 
achsen nach  den  Gleichungen  10),  §  15: 

A,  =  4-8  gibt: 
—  4ai  — 2bi  =  0,  —  2Qi  — 3bi  +  2ii  =  0,  +2(ii  — 2ci  =  0. 
(Diese  drei  Gleichungen  müssen  der  Theorie  nach  von- 
einander abhängig  sein  und  in  der  Tat  erhält  man  identisch 
0  =  0,  wenn  die  erste  mit  —  1,  die  zweite  mit  -j-  2,  die  dritte 
mit  -|-  2  multipliziert  und  dann  addiert  wird.) 

Es  folgt: 

Ol :  bi :  Ci  =  —  1 :  +  2  :  -f  2 


und   (da  V(—  1)-  -f  (+  2)'-^  +  (+  2)2  =  +3)  wenn   die  positive 
Wurzel  genommen  wird: 

1a  ,2  ,2 

.       ^i=-3.     ^^  =  +  3'     ^^  =  +¥- 

A2  =  +  5  gibt : 

-  Q2  -  2  bo  =  0,     -  2  n^  +  2  Ca  =  0,     4-  2  b^  +  c,  =  0, 

Qa  :  ba  :  Ca  =  +  2  :  -  1  :  +  2. 

Daher,  wenn  die  Wurzel  hier  auch  positiv  genommen  wird: 

'^  1  2 
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A3  =  +2  gibt: 
2  Qs  —  2  bg  =  0,  —  2  Qg  -f  3  (13  +  2  C3  =  0,  +  2  b,  +  4  c,  =  0, 
03-^^3:^3  =  +2:-f  2:-l. 
Hier  ist  das  Vorzeichen  der  Wurzel,  ob  4:  \'*J  =  +  3,  nicht 
mehr  willkürlich,  wenn  die  beiden  Koordinatensysteme  O'iiiiZ^ 
und  ^r^t,  gleichstimmig  sein  sollen.  Man  berechne  daher  O3 
auch  nach  6),  §  3  also: 

f  .  ,2,22  1,2 

0606  o 

Die  Wurzel  ist  daher  ebenfalls  positiv  zu  nehmen,  mithin: 
,    2       .  ,    2  1 

Die  Transformationsformeln  werden  somit: 
12  2 

26) 


+ 

9 

^  + 

2 

+ 

%J  + 

2 
3 "  - 

\i- 

[Man  überzeuge  sich  zur  Probe,  daß  durch  direktes  Ein- 
setzen in  24),  Auflösen  und  Zusammenziehen  in  der  Tat  die 
Gleichung  25)  entsteht,  wie  es  sein  muß.] 

Anmerkung:  Wie  man  sieht,  ist  in  diesem  Beispiel  alles 
überraschend  „glatt"  gegangen.  Denn  nicht  allein,  daß  bei 
der  Berechnung  des  Mittelpunktes  sich  der  Nenner  z/  =  80 
fortgehoben  hat,  auch  die  kubische  Gleichung  hat  ganze  Wurzeln 
gehabt  und  schließlich  ist  noch  die  Quadratwurzel  dreimal  auf- 
gegangen. Es  ist  wohl  nicht  mehr  als  billig,  zu  erwähnen,  daß 
dies  kein  Zufall  ist,  sondern  daß  das  Beispiel  vorher  „zurecht 
gemacht"  worden  ist,  damit  der  Leser  dem  Gange  der  Rech- 
nung ohne  den  Ballast  logarithmischer  Operationen  folgen  kann. 
In  der  Tat  ist  der  Verfasser  dabei  von  der  Gleichung  25)  aus- 
gegangen, hat  dann  die  Umkehrung  der  Transformation  26) 
gemacht  [siehe  Übungsaufgabe  4),  §  3],  dabei  die  Gleichung  24) 
erzielt  und  darauf  nach  Umkehrung  von  23)  endlich  die  Glei- 
chung 21),  also  die  zur  Diskussion  vorgelegte  Gleichung  erhalten. 
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ibunffsnufgaben. 

1.  Wann  stellt  die  allgenieiue  Gleichung  I)  ein  gleichseitigea 
hyperbolisches  Paraboloid  vorV 

2.  Man  entwickele  [siehe  Aufgabe  b),  §  4,  S.  44]  die  Gleichungen  der- 
jenigen Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  die 
Entfernungen  ihrer  Punkte  von  zwei  gegebeneu  Geraden  l  und  I^  ein 
gegebenes  Verhältnis  zueinander  haben  und  diskutiere  sie. 

8.  Gehören  zu  jeder  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei  solche  Gerade  l 
und  ?i  derart,  daß  das  Verhältnis  der  Entfernunt^en  von  ihnen  ein  kon- 
stantes ist?     Wenn  nicht,  welche  Bedingung  muß  erfüllt  seinV 

4.  Wenn  die  in  3)  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  so  zeige  man, 
daß  nicht  ein  Paar  solcher  Geraden  /  und  /j ,  sondern  unzählig  viele 
existieren. 


§  17. 

Kreise  auf  dem  Ellipsoid  und  den  anderen  Flächen  zweiter 
Ordnung.     Beliebige  ebene  Schnitte.     Ihre  Hauptachsen. 

Gegeben  sei  das  Ellipsoid: 

"L^t  i"      1  =  0,  1) 

«•(2  ^    62  ^  6-2  '  ' 

und  es  möge  a  die  größte,  h  die  mittlere,  c  die  kleinste  Halb- 
achse sein: 

a>b>  c.  2) 

Keiner   der    drei   Hauptsclmitte   ist   ein   Kreis.     Kann   es 
trotzdem  auf  dem  Ellipsoid  Kreise  geben?     (Fig.  2.5). 

Ist   ein   solcher  Kreis   vorhanden,   so  sind  nach  §  13  alle 
parallelen  Schnitte  ebenfalls  Kreise.    Man  kann  sich  daher  zu- 
nächst auf  Ebenen  durch  den  Mittelpunkt,  ^-stv-v-^^ 
auf  Durchmesserebenen  beschränken.   Für         /rT  /  v  VV^ 
die  beiden  Hauptschnitte  durch  die  mittlere        ( f  ^  ;    [•        [    (  •(  9 j 
Achse   2b  ist  diese  einmal   die  kleinere        ^^v\  V'\i>^ 
{b<a),   ein  andermal  die  größere  Achse             ""^^Oi— iw*>^ 
(6>c).    Wird  durch  eine  Hauptachse  des  'g- -^• 
Ellipsoids   ein  beliebiger  ebener  Schnitt  gelegt,   so  wird  sie 
auch  in  diesem  Schnitt  Hauptachse  sein,  während  die  andere 
Hauptachse   des   Schnittes   in   der  Ebene   der  beiden   anderen 
Hauptachsen    des   Ellipsoids   liegt.     Man  lege   daher  durch  b 
eine  Ebene  so,  daß  die  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  c  in 
einem  Durchmesser  von  der  Länge  2  b  geschnitten  werde  (was 
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offenbar   auf   zwei   Arten   möglich  ist).     Der  Schnitt   ist   dann 
sicherlich  ein  Kreis. 

Rein  analytisch  gelangt  man  zu  diesem  Ergebnis  durch 
Zusammenstellung  des  Ellipsoids  1)  und  der  konzentrischen 
Kugel  mit  dem  Radius  h: 

X'^  ?y2  £2 

p  +  |5  +  p-l=0  3, 

und   Aufsuchung   des   Schnittes   beider   Flächen.     Durch   Sub- 
traktion folgt: 

1         1\    ,     ./l        1 


Der  erste  Koeffizient  ist  nach  2)  negativ,  der  zweite  positiv. 
Setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

so  zerfällt  4)  in  zwei  durch  die  i/-Achse  gehende  Ebenen: 

—  xh-\-zl^=^(}     und    xk-^zl=^i),  6) 

und   dies   sind   also   die  Ebenen   der  beiden  genannten  Kreis- 
schnitte. 

Sie  teilen  das  Ellipsoid  in  vier  paarweise  gegenüberliegende 
Teile.  Diejenigen,  in  welchen  die  Scheitel  der  großen  Achse 
liegen,  enthalten  nur  Punkte,  deren  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt größer  als  6,  die  beiden  anderen  solche,  deren  Ent- 
fernung kleiner  als  h  ist.  Wenn  aber  die  Fläche  ein  Um- 
drehungsellipsoid,  also  entweder  h  =  a  oder  b  =  c,  so  ist 
Je  =  0  oder  l  =  0  und  die  beiden  Kreisschnitte  fallen  in  einen, 
den  Hauptkreis  zusammen. 

Wird  aber  das  Ellipsoid  1)  mit  den  konzentrischen  Kugeln 
vom  Radius  a  oder  c  zusammengestellt,  so  findet  offenbar  kein 
Schneiden,  sondern  nur  ein  Berühren  der  Kugel  mit  dem 
Ellipsoid  in  zwei  Scheiteln  statt.  Analytisch  zeigt  sich  dies 
in  dem  Umstände,  daß  in  der  entsprechenden  Gleichung  zu  4) 
beide  Koeffizienten  gleiche  Vorzeichen  erhalten,  die  Ebenen 
der  Kreisschnitte  also  imaginär  werden. 

Die  beiden  Kreisschnitte  mit  den  Ebenen  U)  sind  die  Haupt- 
repräsentanten zweier  Scharen  von  parallelen  Kreisen  auf  dem 
Ellipsoid.     Man  betrachte  also  irgend  eine  parallele  Ebene: 
-\- xJc -\-  z1  -\- h  =  0.  7 
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Der  Mittelpunkt  des  Schnittkreises  muß  selbstverständlich 
in  der  x.-Kbene  liefen  und  daher  Mitte  der  Sehne  sein,  in 
welcher  die  Ebene  7)  die  Ellipse: 

schneidet.    Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  ist  daher  der 
konjugierte  Durchmesser,  dessen  Gleichung  nach  I),  §  14  wird: 
2a^]c-\-  xcH  =  0.  9) 

Der  Kreis  wird  um  so  kleiner,  je  größer  h  ,  und  schrumpft 
zuletzt  nach  der  einen  und  nach  der  anderen  Seite  zu  einem 
Punkt  zusammen.  Es  gibt  daher  vier  solche  sich  paarweise 
gegenüberliegende  Punkte,  deren  Koordinaten  durch  Zusammen- 
stellen von  8)  und  9)  zu  berechnen  sind.  Sie  werden  nach 
Einsetzen  von  7c  und  7  aus  .5): 


X  =  ±a'  y- —  -  ,     2/  =  0,     2  —  ±c-  \  '       10) 


\/a2  —  62  ,        V^^ 

Va2— c2  \a^~c^ 

Diese  Grenzpunkte  nennt  man  auch  Kreispunkte  oder 
Nabelpunkte  des  Ellipsoids*). 

Da  der  konjugierte  Durchmesser  die  parallele  Kreisschar 
schief  schneidet,  so  können  irgend  zwei  Kreise  dieser  Schar 
nicht  auf  derselben  Kugel  liegen.   Wohl  aber  gilt  folgender  Satz: 

Jeder  Kreis  der  einen  Schar  liegt  mit  jedem  Kreise  der 
anderen  Schar  auf  ein  und  derselben  Kugel. 

Es  seien: 

fj  =  +  kx  —  zl-\-h^  0,     L\  =  +  kx  JrzJ-\-]h  =  0 
die  Ebenen   der   beiden   Kreise.     Man  bilde   die  Kombination: 

/X^  iß  2^ 


*)  Sie  spielen  in  der  Theorie  der  Krümmung  eine  gewisse  Rolle. 
Eine  Kugel  hat  nicht  allein  in  allen  ihren  Punkten,  sondern  auch  in 
jedem  Punkt  nach  allen  tangentialen  (azimutalen)  Richtungen  dieselbe 
Krümmung.  Anders  bei  anderen  Flächen.  Nicht  allein  sind  hier  die  ver- 
schiedenen Punkte  hinsichtlich  der  Krümmung  verschieden,  sondern  es 
zeigen  sogar  für  denselben  Punkt  die  Normalschnitte  (deren  Ebenen 
durch  die  Normale  gehen)  je  nach  dem  Azimut  eine  andere  Krümmung. 
Für  den  Scheitel  B  des  Ellipsoids  z.  B.  ist  die  Krümmung  im  Haupt- 
schnitt BCBiCi  augenscheinlich  größer  als  im  Hauptschnitt  BAB^A^ 
und  in  anderen  Normalschnitten  durch  B  liegt  sie  zwischen  diesem 
Maximum  und  Minimum.  Punkte  aber,  wo  die  Krümmung  in  allen 
tangentialen  Richtungen  dieselbe  ist,  treten  auf  Flächen  im  allgemeinen 
nur  vereinzelt  auf.     Sie  sind  ihre  Kreispunkte  oder  Nabelpunkte. 
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Nach  Auflösung  der  Klammern  wird  diese  Gleichung  bei 
Benutzung  der  Werte  von  k  und  /: 

^'^yl±Jl  ^  ,/  (/,  _  k^)  +  ^k  {h  +  hr)  ^hh-l=  0. 

Sie  stellt  also  eine  Kugel  dar,  die,  wie  die  eben  aus- 
geführte Konstruktion  ihrer  Gleichung  beweist,  durch  den 
Durchschnitt  des  EUipsoids  sowohl  mit  der  Ebene  U  =  0, 
als  auch  mit  der  Ebene   U^  =  0  gehen  muß.     Q.  e.  d. 


Selbstverständlich  kann  diese  Untersuchung  über  Kreis- 
schnitte ohne  Schwierigkeit  auf  die  übrigen  Flächen  zweiter 
Ordnung  übertragen  werden.  Es  genügt  daher  wohl  die  An- 
gabe der  Resultate. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  erhält  man  die  beiden 
Hauptkreise,  welche  diesmal  die  kleinsten  sind  (beim  Ellipsoid 
waren  sie  die  größten),  als  Schnitte  mit  einer  konzentrischen 
Kugel,  deren  Radius  gleich  der  größeren  Halbachse  der  Kehl- 
ellipse ist.  Die  Nabelpunkte  sind  imaginär.  Beim  zweischaligen 
Hyperboloid  sind  zwar  die  Ebenen  dieser  beiden  Hauptkreise 
reell,  sie  selbst  aber  imaginär  und  man  muß  parallele  Ebenen 
nehmen,  um  wirkliche  Kreise  zu  erhalten.  Vier  reelle  Nabel- 
punkte. Der  elliptische  Kegel  bzw.  Zylinder  hat  als  Grenzfall 
der  Hyperboloide  zwei  parallele  Scharen  von  Kreisen  und  kann 
also  auf  doppelte  Art  als  „schiefer"  Kreiskegel  bzw.  Kreis- 
zylinder angesehen  werden.  Beim  elliptischen  Paraboloid  sind, 
wenn  g>iJ,  die  Ebenen  der  Kreisschnitte: 


.  +  -  f-/  +  ''  =  0,  .  -  X  |/«  -  ''  +  /,,  =  0. 

Zwei   reelle   Nabelpunkte   auf   der   Hauptparabel:   //  =  0, 

2p 

Das  hyperbolische  Paraboloid,  der  hyperbolische  und  der 
parabolische  Zylinder  dagegen  weisen  keine  eigentlichen  Kreis- 
schnitte auf.  Indessen  kann  man  für  das  hyperbolische  Para- 
boloid diejenigen  Ebenen,  welche  zu  einer  der  beiden  Scharen 
von  Geraden  auf  der  Fläche  parallel  sind  (siehe  §  19),  als  die 
Ebenen   der  Kreisschnitte  ansehen,  da  sie  die  Fläche  in  einer 


§  17.     Kreise  auf  dem  Ellii)8oi(l.  191 

dieser  Geraden  und  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  schneiden. 
Beim  liyperbolischen  Zylinder  wird  man  diejenigen  Eigenen 
nehmen,  welche  zu  den  Asymptutenebenen  parallel  sind  und 
beim  parabolischen  Zylinder  endlich  fallen  diese  beiden  Scharen 
von  Ebenen  zusammen;  sie  werden  Ebenen  parallel  zu  den 
Kanten  und  parallel  zur  Achse  des  Querschnittes. 


Beliebige  Schnitte  (Fig.  26).  Die  Theorie  der  Kreis- 
schnitte  bedarf,  um  sie  ganz  einwandfrei  zu  machen,  noch  einer 
Ergänzung  durch  den  Nachweis,  daß  die  hier  namhaft  gemachten 
in  der  Tat  die  einzigen  Kreise  auf  den 
Flächen  sind.  Dies  wird  sich  herausstellen 
müssen  —  falls  es  richtig  ist  —  wenn  man 
irgend  einen  ebenen  Schnitt  hinsichtlich 
seiner  Hauptachsen  untersucht,  wobei  der 
Einfachheit  wegen   wieder  ein   Ellipsoid:  Fig.  26. 

y'2  1/2  f-2 

angenommen    werden    mag.      Auch    kann    man    sich    auf    eine 
Durchmesserebene  E: 

mx  -\-  ny  -{-  pz  =  0  11) 

beschränken,  da  nach  §  13  parallele  Schnitte  gleiche  Achsen- 
richtungen und  gleiche  Achsenverhältnisse  haben. 

Es  seien  (Fig.  26)  S{x,y,z)  und  T{Xi,yi,z^)  zwei  nicht 
gegenüberliegende  Scheitel,  also  S3I  =:  a^,  TMz=b^,  die 
beiden  Halbachsen  des  Schnittes.  Dann  setze  man  die  sechs 
Gleichungen  an: 


12) 


12i)  und  122)  sagen  aus,  daß  S  und  T  auf  dem  Ellipsoid, 
123)  und  124),  daß  sie  auf  E  liegen.  125)  ist  Bedingung,  daß 
MS  und  MT  senkrecht  aufeinanderstehen  und  126)  endlich 
folgt  aus  der  im  nächsten  Paragraphen  entwickelten  Theoi-ie 
der  konjugierten  Durchmesser. 


3)      mx-\-ny-]^  pz  =  0, 

4)      mx^-^ny^^pz,  =  0, 

5)   xx^^yy^-^  zz^  =  0, 

6)        ^^^  +  ^/^+^^'=o. 
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Um  aber  nicht  vorzugreifen,  mag  12^)  folgendermaßen 
abgeleitet  werden.  Die  Parallele  durch  S  zu  31 T  muß  das 
EUipsoid  berühren.  Es  sei  |,  >?.  ^  irgend  ein  Punkt  auf  ihr, 
also  nach  den  Formeln  9).  §  2 : 

Soll  er  auf  dem  EUipsoid  liegen,  so  folgt  aus  1)  unter 
Benutzung  von  12i)  und  I22)  die  quadratische  Gleichung 
für  Je: 

j.  +  sir-^  +  ^J'i  +  i^Wo. 


a- 


b^ 


Da  nun  die  Parallele,  wie  gesagt,  Tangente  ist,  so  müssen 
die  beiden  Schnittpunkte  mit  dem  EUipsoid  in  einen  Punkt, 
und  zwar  den  Punkt  S  zusammenfallen,  dem  der  Wert  /.•  =  0 
entspricht.  Die  eben  abgeleitete  Gleichung  muß  sich  demnach 
auf  Ä;2  =  0  reduzieren,  womit  Ißg)  erwiesen  ist. 

In  12)  ist  der  Ansatz  zur  analytischen  Lösung  des  Pro- 
blems in  Gestalt  von  sechs  Gleichungen  mit  den  sechs  Un- 
bekannten .r,  y,  ^,  ^1,  «/i,  ^1  gegeben  und  es  kommt  nun  darauf 
an,  ihn  geschickt  zu  benutzen.  Hierzu  bemerke  man  zunächst, 
daß  123),  12^),  125),  126)  iii  bezug  auf  die  beiden  Pieihen  xys 
und  oCiy^Ci  homogen   sind   und  also   v^ie  vier  Gleichungen  mit 

den  vier  Unbekannten  -,  -,  — ,  —  behandelt  werden  können. 

Z      Z      Z^     Zi 

Dann  beachte  man,  daß  12^),  125)  und  12^)  drei  lineare  Glei- 

X  II 

chungen  in  bezug  auf     '  und  —  sind,    also    in    diesem    Sinne 

Zi  Z-i 

eine  lineare  Identität  zwischen  ihnen  vorhanden  sein  muß. 
die  symbolisch  durch: 

12,) -f  ^  •  12,)  +  A-126)-  0 

bezeichnet  werden  mag,  wo  ,a  und  A  noch  bestimmt  werden 
müssen.  Diese  Identität  löst  sich  nach  Einsetzen  von  12,), 
12,5)  und  V2q)  in  die  drei  Gleichungen  auf: 

ma  +  x+k^^  =  0,   na+y^kf=0,p^ii-z-\-kf^=0,     13) 

aus  denen  sofort  folgt: 

m(ia-  nfib-  piic^  . 
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Setzt  man  diese  Ausdrücke   in   Tig)  ein,  so  entsteht  nach 

Portlassung    des    Faktors  ^    (der    nicht  =  0    sein    k;inn)    die 

Endgleichung  für  A: 

m^a^         w2j2        jflc^    _ 

«2'^  A  ^  W-fl  ^  6-2 +"  A  ~  *'*^ 

Sie    wird    nach   Fortschaffung    der   Nenner    vom    zweiten 

Grade,   und   jede   ihrer  beiden  Wurzeln    entspricht   einer   der 

beiden  Halbachsen  des  Schnittes,  deren  Richtungen  dann  nach 

14)  durch  die  Proportion: 

ma^         nib^         nc^ 

x:y:z  _  ^^^-^^  :  ^^j~^  :  ~_^  ^ 

zu  bestimmen  sind.  Um  aber  ihre  Längen  a'  und  h'  zu  er- 
mitteln, kann  man  14)  in  die  noch  nicht  benutzte  Gleichung  12^) 
einführen,  aus  der  so  entstandenen  rein  quadratischen  Gleichung 
/LI  ermitteln  und  dann  zu  14)  zurückkehrend  den  Scheitel  S 
bzw.  T  berechnen. 

Dieses  Verfahren  zur  Bestimmung  von  a'  und  h'  erweist 
sich  aber  merkwürdigerweise  hier  als  ganz  überflüssig,  da  ein 
viel  einfacherer,  allerdings  versteckter  Weg  zum  Ziele  führt. 
Man  multipliziere  nämlich  die  Gleichungen  13)  der  Reihe  nach 
mit  a", y,  ^  und  benutze  12i)  und  123).    So  entsteht  die  Gleichung: 

a;2 -^  t/2  +  ^2  _^  A  =  0 , 
also: 

k  =  —  a'2       bzw.       A  =  —  6'2.  16) 

Die  Gleichung  1.5)  gibt  also  auch  unmittelbaren 
Aufschluß  über  die  Längen  der  Halbachsen,  da  diese 
=  y —  li  und  y —  Ag  sind. 

Sie  wird  nach  Fortschaffung  der  Nenner: 

m2tt2(62  4-  l)  (C2  +  A)  -f  «2^2(^2  -f  A)  {(X^  -\-  A) 

_[_^2c2(a2  +  A)  (62  -^  A)  =  0. 

Es  sei  a^b^  c.  Setzt  man  in  die  linke  Seite  für  A  der 
Reihe  nach  — a2,  — b^^  — c2,  so  wird  sie  erst  positiv,  dann 
negativ,  dann  wieder  positiv.  Die  eine  Wurzel  der  Gleichung  15) 
muß  daher  zwischen  —  a^  und  —  b^,  die  andere  zwischen  —  b^ 
und  — c2  liegen,  d.  h.  nach  16): 

Die  größere  Halbachse  ist  kleiner  als  a  und  größer 
als  b,  die  kleinere  Halbachse  ist  kleiner  als  b  und 
größer  als  c. 

13 
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Hier  schließt  aber  größer  und  kleiner  den  Grenzfall  der 
Gleichheit  nicht  aus,  welche  eintritt,  wenn  einer  der  Koeffr- 
zienten  w,  w,  p  =  0,  d.  h.  wenn  die  Ebene  durch  eine  der 
drei  Hauptachsen  des  Ellipsoids  geht,  die  dann  zugleich  eine 
Hauptachse  des  Schnittes  wird.  Da  aber  die  Grenzen,  in 
denen  a'  und  />'  sich  bewegen  können,  nur  den  einen  Wert 
a'  =.  h'  :^  b  gemeinsam  haben,  so  entsprechen  nur  diesen 
Werten  Kreise.  Es  gibt  also  keine  anderen  als  die  schon 
behandelten  Kreisschnitte. 

Diese  analytische  und  mustergültige  Untersuchung  der 
Haui^tachsen  der  Schnitte  eines  Ellipsoides  verdankt  man 
Lagrange,  dem  nie  übertroffenen  Meister  an  Klarheit,  Schärfe, 
Einfachheit  und  „Eleganz"  analytischer  Entwickelungen  *).  Zur 
Ergänzung  soll  nun  aber  noch  gezeigt  werden,  wie  man  die 
Hauptergebnisse  außerordentlich  einfach  auch  rein  geometrisch 
finden  kann,  wenn  die  Existenz  der  beiden  Kreisschnitte  als 
bewiesen  vorausgesetzt  wird. 

Die  gegebene  Durchmesserebene  schneidet  die  Ebenen 
dieser  beiden  Kreise  in  zwei  Geraden,  deren  Längen  vom 
Mittelpunkt  bis  zum  Schnitt  mit  dem  EUipsoid  daher  beide 
==  h  sind.  Es  gibt  mithin  in  jedem  Schnitt  Halbmesser  von 
der  Länge  h  und  daraus  folgt,  daß  die  größere  Halbachse 
>»6,  die  kleinere  <ih  sein  muß.  Nun  aber  ist  andererseits 
a  das  absolute  Maximum  und  c  das  absolute  Minimum  der 
Entfernung  überhaupt,  also  muß  die  große  Halbachse  zwischen 
a  und  6,  die  kleine  zwischen  h  und  c  enthalten  sein. 

Und  ferner:  In  den  beiden  Schnittgeraden  mit  den  Ebenen 
der  Kreisschnitte  sind  zwei  gleiche,  also  auch  zu  der  großen 
und  zur  kleinen  Hauptachse  symmetrisch  liegende  Durch- 
messer des  Schnittes  gegeben.  Somit  findet  man  die  Rich- 
tungen der  Hauptachsen  durch  Halbieren  der  Winkel  dieser 
Durchmesser. 

Diese  Untersuchungen  über  die  Hauptachsen  ebener  Schnitte 
wären  nun  noch  auf  die  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung 
zu  übertragen,  was  aber  wohl  dem  Leser  nach  allem  Voran- 
gegangenen überlassen  bleiben  kann. 

*)  Dabei  ist  nebensiiclilich ,  daß  er  einen  anderen  Ausgangspunkt 
genommen  hat,  den  uämlich,  daß  MP-  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
wird,  wenn  P  mit  S  oder  T  zusammenfällt. 
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L'bungsanf^nbon. 

1.  Gegclieu  das  Eilipsoid  1).  Auf  den  im  Mittelpunkt  errichteten 
Normalen  aller  Durchmesserebenen  worden  vf»m  Mittelpunkt  aus  nach 
beiden  Seiten  die  Liingen  a',  bzw.  1/  der  Halbachsen  der  zugehörigen 
Schnitte  aufgetragen.  Die  (ileichung  der  entstehenden  Fläche  (Fresnelsche 
Wellenfläche)  ist  zu  bilden. 

2.  Gegeben  das  Fillipsoid  1)  und  die  Kugel: 

(X  —  0)2    +    .(/2    _|_    ( ^  _  y)2  _  ^2    =   0. 

Welche  Beziehung  muß  zwischen  o,  ;',  r  bestehen,  damit  der  Schnitt 
beider  Flächen  in  zwei  Kreise  zerfällt?  Wann  sind  diese  reell,  wann 
imaginär?  Auf  welcher  Kurve  muß  der  Mittelpunkt  M(a,0,y)  liegen, 
wenn  die  Kugel  zu  einem  Punkt  zusammenschrumpfen  soll? 


§  18. 

Konjugierte  Durchmesser  und  Durchmesserebenen. 

Tangenten,  Tangentialebenen  und  Tangentialltegel. 

Theorie  der  Polarität. 

Gegeben  sei  wieder  ein  Eilipsoid: 

a2  ^  62  ^  c-2  ' 

Um  die  Frage  nach  den  Mitten  paralleler  Sehnen  zu 
beantworten,  bezeichne  man  mit  Pi(j"iyi^i)  und  Pzi^-il/i^i)  die 
beiden  Schnittpunkte  irgend  einer  Geraden  mit  dem  Eilipsoid. 
Dann  werden  ihre  Richtungswinkel  (xßy  durch  die  Proportion 
gegeben: 

cos oi :  cos ß  : cos y  ^=  x.^  —  ^1:^/2  —  Vx'-^i  —  ^\^ 
während  die  Mitte  P(a;,«/,^)   der  Sehne  nach  8  a),  §2  durch 
die  Formeln: 

^  _Xy  +^  _  v/i  +  y2  ^  _  ^1  +  ^2 

X  —    2'     y ^    2'  2 

bestimmt  ist.     Andererseits  folgt  nach  Einsetzen  von  P^  und 
Pa  in  die  Gleichung  1)  und  Subtraktion  sofort: 

(a^2  +  ^i)(a^2  — ^1)  ,   0/2  +  yi)(y2  — i/i)  I   (^2  + 'gl)  (^2  —  ^1)  ^  Q 

Daher  auch: 

a;  cos  a      1/ cos /3  ^  cos  y 2\ 

13* 
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Wenn  a,  /3,  y,  d.  h.  die  Richtung  der  Sehne  gegeben  ist, 
80  stellt  diese  Gleichung  den  geometrischen  Ort  der  Mitten 
aller  parallelen  Sehnen  vor.  Sie  ist  vom  ersten  Grade  und  es 
fehlt  die  Konstante.     Also: 

Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  in  einer 
Durchmesserebene. 

Man  nennt  sie  zu  diesen  Sehnen  und  insbesondere  zu  dem 
mit  ihnen  parallelen  Durchmesser  konjugiert.  Konjugiert 
sind  z.  B.  jede  Hauptachse  und  die  Ebene  der  beiden  anderen 
Hauptachsen. 

Wird  in  der  Ebene  2)  (Fig.  27)  irgend  ein  Punkt  an- 
genommen und  bestimmt  man  die  Richtungswinkel  ocitßi^yi  des 
durch  ihn  gehenden  Durchmessers  durch  die  Proportion: 

cos  Wi :  cos  ßi :  cos  }\  =  x:y.  z^ 
so  folgt  nach  2): 


coscc-cos«!      cos /3  •  cos /3i      cosy^cosyi  


3) 


Fig.  27. 


a2  '  62  '  c2 

Diese   Gleichung    ist,    wie   man   sieht,   in   bezug    auf   die 
beiden  Richtungen  aßy  und  a^ß^y^  vertausclibar.     Man  nennt 

deshalb  auch  die  beiden  Durchmesser 
einander  konjugiert.  Jeder  von  ihnen 
liegt  in  der  konjugierten  Durchmesser- 
ebene des  anderen.  Sie  sind  auch  kon- 
jugierte Durchmesser  derjenigen  Ellipse, 
in  welcher  das  EUipsoid  von  der  durch 
beide  gehenden  Ebene  geschnitten  wird. 
Denn  zieht  man  in  dieser  Ebene  die 
parallelen  Sekanten  zu  dem  einen  Durchmesser,  so  müssen  die 
Mitten  in  der  konjugierten  Durchmesserebene,  also  in  diesem 
Falle  auf  dem  eben  betrachteten  konjugierten  Durchmesserliegen. 
Es  seien  OP  und  OF^  zwei  zueinander  konjugierte  Durch- 
messer mit  den  Richtungswinkeln  aßy  und  a^ß^y^  Jeder  liegt 
in  der  konjugierten  Ebene  des  anderen  und  diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  in  einem  dritten  Durchmesser  0  Pa  («o /ia  J'a)» 
der  hiernach  sowohl  zu  OP,  als  auch  zu  OP^  konjugiert  ist. 
Diese  drei  Durchmesser  OF,  OF^,  OF^  sind  also  jeder  zu 
jedem  konjugiert  und  die  Ebene  durch  je  zwei  von  ihnen  ist 
zugleich  die  konjugierte  Durchmesserebene  des  dritten.    Solcher 
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Tripel  gibt  es  unzcählig  viele,  da  mau  nach  der  angegebenen 
Konstruktion  einen  der  drei  Durchmesser  ganz  beliehig  an- 
nehmen kann,  worauf  erst  die  Ebene  der  beiden  anderen 
bestimmt  ist  und  also  nocii  der  zweite  in  dieser  Ebene  will- 
kürlich ausgewählt  werden  kann.  Augenscheiulich  bilden  die 
drei  Hauptachsen  ein  derartiges  Tripel,  und  zwar  das  einzige, 
in  welchem  die  Durchmesser  alle  drei  aufeinander  senkrecht 
stehen  (wenn  keine  der  drei  Achsen  gleich  der  anderen,  d.  h. 
die  Fläche  keine  Umdrehungsfläche  ist). 

Ein  anderer,  sehr  bequemer  Ausgangspunkt  für  die  Theorie 
der  konjugierten  Durchmesser  ist  die  in  §  14  gegebene,  so  ein- 
fache affine  Abbildung  des  Eilipsoides  1)  auf  die  Kugel  mit 
dem  Radius  r  =  1 

X2  +  r2  _|_  2:2  —  1  4) 

durch  die  Formeln: 

a  b  c 

Bezeichnet  man  daher  mit  Afiv;  AifiiVf,  Aojtto^^a  die  Richtungs- 
winkel der  irgend  drei  konjugierten  Durchmessern  des  Ellipsoides 
entsprechenden  Durchmesser  der  Kugel,  so  folgt  zunächst,  da 
nach  4)  ^X^  -f-  Y2  _|_  ^2  =  1  ugw. 

cos  A  ^  X,         cos  ^  =  Y,         cos  V  =:  Z, 
also  nach  5): 

COSA=:— ,  COSU  =  f-,  COSV  =  --  6) 

a  ^        h  c 

Daher  auch: 

cos«     COS/3     cosr 

cos  A  :  COS  u :  cos  V  =  :  —^-^  : •  7) 

a  0  c 

Die  Beziehung  3)  gibt  also  nach  Übertragung  auf  die  Kugel: 

cos  l  '  cos  Ai  -[-  cos  fl  •  cos  fti  -\-  cos  V  •  cos  l'j  =  0, 

d.  h.  nach  15),  §  1: 

Konjugierte  Durchmesser  desEllipsoids  1)  sind  Pro- 
jektionen senkrechter  Durchmesser  der  affinenKugel4). 

Es  seien  ferner  a'.  h\  c'  die  Längen  dreier  konjugierter 
Halbmesser  des  Ellipsoids,  die  also  Projektionen  dreier  zu- 
einander senkrechter  Durchmesser  der  Kugel  sind,  so  folgt: 

a'2  =  a:2  +  ^2  _|_  ^2  =  (^2X2  -I-  &2  72  ^  C2Z2  =  a2  cosU 

-|-  &2  COS  2  ^  -\-  C2  C0S2  V. 
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Berechnet  man  ebenso  b'^  und  r'^,  so  folgt  durch  Addition 
a'2  -I-  &'2  _|_  c'2  —  a2  (cosU  +  cos»  A^  +  cosUj)  -f  (cos^  ju 

"1-  COS^fij  -)-  COS^/tg)  +  C2(C082V  -|-  cos^ri  -|-  COS^Vj). 

Nach  den  in  §  3  ausführlich  abgeleiteten  Relationen  zwischen 
den  neun  Richtungskosinus  dreier  zueinander  senkrechter  Rich- 
tungen sind  die  Klammerausdrücke  alle  drei  =  1,  also: 

a'2  -f  0'^  -f  fc'2  =  />2  -}-  62  4-  6-2.  8) 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Längen  konjugierter 
Halbmesser  ist  konstant  (siehe  I,  §  14). 

Ferner  folgt  für  den  Inhalt  V  des  Tetraeders  OPP1P.2 
nach  4  a),  §  2  unter  Berücksichtigung  von  6): 

a  cos  A      b  cos  ^      c  cos  v 
V  :=  -  \  a  cos  Aj     6  cos  ^^     c  cos  v^ 


6 


a  cos  A2     &  cos  ^2     ^  cos  1^2 


Setzt  man  hier  die  Faktoren  a,  6,  c  vor  die  Determinante, 
so  bleiben  in  derselben  nur  die  neun  Kosinus.  Also  nach  7) 
und  8),  §3: 

y=\abc    (vgl.  I,  §14).  9) 

Eine  dritte,  sehr  wichtige  Folgerung  dieser  Theorie  ist 
der  Satz: 

Die  Tangentialebene  in  einem  Punkt  P{x,y,z)  des 
Ellipsoids  ist  parallel  zur  konjugierten  Durchmesser- 
ebene (d.  h.  zu  derjenigen  Durchmesserebene,  welche  zu  dem 
durch  P  gehenden  Durchmesser  konjugiert  ist). 

Denn  zunächst  gilt  der  Satz  für  die  Kugel,  da  hier  die 
Berührungsebeue  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  steht;  er  ist 
also  auch  für  das  EUipsoid  als  affine  Projektion  der  Kugel  richtig. 

Ableitung  der  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Es  sei  P  (x,y,  z)  irgend  ein  Punkt  des  Ellipsoides,  also 
nach  2): 

a2    ^    62   ^    c2 

die  Gleichung  der  zum  Durchmesser  OP  konjugierten  Durch- 
messerebene.    (Die  laufenden  Koordinaten  sind  X,  T,  Z). 
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Die  pariillele  Tangentialebene  muß  mithin  eine  Gleichung 
von  der  Form  haben: 

xX       ,,Y       zZ 
a'-i   ^    />2   ^    c2    ^  ' 

wo  h  eine  noch  zu  ermittelnde  Konstante  sein  soll,  welche 
durch  die  Bedingung  bestimmt  wird,  daß  diese  Ebene  auch 
durch  F{x^'y^z)  gehen  muß.     Daher  auch: 

aa  ^  62  ^  c2  ^ 
d.  h.  /t  =  —  1,  da  P  auf  dem  EUipsoid  liegt. 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist  also: 
a;  X  I   yY  ^  zZ 

w 

(Vgl.  I,  §  14). 


10) 


Die  Gleichung  des  EUipsoides  in  Ebenenkoordinaten. 
Nach  2),  §  7  sind  die  drei  Abschnitte  der  Tangentialebene 
auf  den  Koordinatenachsen: 

_  a2  _  62  c2 

Die  Koordinaten  uviv  der  Tangentialebene  [9),  §  7]  werden 
daher:  x  y  z 

Kehrt  man  diese  einfachen  Formeln  um: 

X  =  —  u  '  «2,         2/  =  —  V  'h'^^         z  =  —  IV  •  c^ 
und  setzt  in  die  Gleichung  des  Ellipsoids  ein,   so  entsteht  die 
Bedingung,  daß   eine  Ebene  E(ii,v,tv)  das  gegebene  EUipsoid 
berühren  soll,  d.  h.  es  entsteht  die  Gleichung  dieser  Fläche  in 
Ebenenkoordinaten.     Sie  ist  demnach: 

ft2w3^^2^2_^C2if2_l    =    0,  11) 

also  auch  vom  zweiten  Grade.  Das  EUipsoid  ist  mithin 
(wie  die  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung  auch)  nicht 
allein  von  der  zweiten  Ordnung,  sondern  auch  von  der 
zweiten  Klasse  (vgl.  I,  §  22  sowie  den  Schluß  von  §  7  dieses 
Bandes).  

Jede  in  einer  Tangentialebene  durch  den  Berührungspunkt 
gezogene  Gerade  ist  eine  Tangente  des  Ellipsoids.  Um  die 
Gesamtheit  der  Tangenten  in  unabhängiger  analytischer  Dar- 
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Stellung  zu  gewipnen,  fasse  man  eine  Tangente  7  als  Sekante 
auf,  welche  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
schneidet.  Es  seien  Pii^iPi^i)^  Pii^iVi'^i)  irgend  zwei  Punkte 
von  Z,  so  daß  nach  6),  §  2  durch  die  Formeln: 

jeder  Punkt  von  l  dargestellt  wird.  Ist  im  besonderen  ein 
etwaiger  Schnittpunkt  mit  dem  EUipsoid  zu  bestimmen,  so 
setze  man  in  1)  ein.  Nach  Multiplikation  mit  (1 — k)-  und 
Auflösung  der  Klammern  entsteht  für  A  die  quadratische 
Gleichung: 

^A2  — 25A+ 6'=  0,  13) 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  worden: 

~~       a2      ^      &2      "T       ^2 

Wenn  l  Tangente  sein  soll,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln 
von  13)  zusammenfallen.     Dies  gibt  die  Bedingung: 

AC—B^  =  0 
oder : 


^1'     ,      ^1'  l\    ^^2'     ,      ^2^     ,      ^2' 


a2    "^    &2    -^    c2         M  —  ^• 


15) 


W^ie  aus  der  Ableitung  zu  entnehmen  ist.  stellt  15)  den 
Ansatz  vor,  daß  irgend  zwei  Punkte  Pj  und  F^  auf  ein 
und  derselben  Tangente  des  Ellipsoides  liegen.  Setzt 
man  den  einen,  etwa  Pj,  als  gegeben  voraus,  so  muß  demnach 
der  andere  auf  dem  Berührungskegel  an  das  EUipsoid  mit 
Pi  als  Spitze  liegen.  Da  aber  15)  in  bezug  auf  jeden  der 
beiden  Punkte  vom  zweiten  Grade  ist.  so  folgt: 

Das  EUipsoid  wird  von  jedem  Punkte  im  Räume 
durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  also  durch  einen 
elliptischen  Kegel  projiziert. 
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Liegt  die  Spitze  T\  auf  dem  Kllipsoid,  ist  also  C  =  0,  so 
verwandelt  sich  1.^))  in: 

~V  a^    '^    ^^    "^    c^    -i;  -«.  !*>) 

d.  h.  der  Kegel  verwandelt  sich  in  eine  Doppelebene,  die 
offenbar  mit  der  Berührungsebene  zusammenfallen  muß,  wie 
ja  auch  durch  Vergleichung  mit  10)  auf  der  Stelle  zu  ersehen 
ist.  Liegt  aber  ]\  außerhalb  des  EUipsoides,  so  ist  15),  wenn 
P^i^-iVi^i)  ^^^  „laufend"  genommen  wird,  die  Gleichung  eines 
wirklichen  elliptischen  Kegels.  Um  nun  den  geometrischen 
Ort  für  die  Berührungspunkte  der  Kanten  zu  erhalten,  stelle 
man  15)  mit  der  Gleichung: 

«2  +  ft2  +   ca        ^  -  '-'' 

d.  h.  mit  der  Bedingung  zusammen,  daß  Po  auf  dem  EUipsoid 
liege,  so  entsteht  durch  Kombination  wieder  die  Gleichung  16), 
nur  daß  diesmal  Pj  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist. 
Daher : 

Der  Tangentialkegel  berührt  das  EUipsoid  längs 
einer  Ellipse,  deren  Ebene  durch  die  Gleichung: 

«2    -^    ^2    "^     c2         ^  ~  ' 

bestimmt  wird,  wenn  .r^  v/i  ^^i  die  Koordinaten  der  Spitze  und  x^y^^^ 
die  Koordinaten  irgend   eines   Berührungspunktes   sein   sollen. 
Aber   auch    die    Umkehrung   ist    natürlich    richtig:   Wenn 
das  EUipsoid  durch  irgend  eine  Ebene: 

ux  -\-  vy  +  ivz  -f-  1  =  0 

geschnitten  wird,  so  umhüllen  die  Tangentialebenen  in  den 
Schnittpunkten  einen  Kegel,  dessen  Spitze  Piix^y-^z^)  durch 
die  Formeln: 

rTj  =  — Ma2,         yi^=  — «^i^         ^1  =  — WJC^ 
bestimmt   wird.     Denn    nimmt    man    diesen    Punkt   als    Spitze 
eines  Berührungskegels,   so   fällt   die  Ebene  17)  mit   der  will- 
kürlich angenommenen  Ebene  zusammen. 

Die  Bedingung,  daß  eine  Gerade  l  ein  EUipsoid 
berührt,  in  Plückerschen  Koordinaten.  Da  15)  erfüllt 
sein  muß,  wenn  P1P2  Tangente  sein  soll,  so  ist  ohne  weiteres 
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die  Möglichkeit  erwieseo,  diese  Gleichung  so  umzuformen,  daß 
sie  nur  die  sechs  P  lücker  sehen  Koordinaten  der  Tangente  / 
enthält,  deren  Ausdrücke  man  sich  nach  1)  und  4),  §  10  ins 
Gedächtnis  zurückrufen  muß.  Und  in  der  Tat,  wenn  die  Klammern 
aufgelöst,  die  sich  forthebenden  Glieder  weggelassen  und  die 
anderen  zweckmäßig  zusammengezogen  werden,  so  erhält  15) 
auf  einmal  eine  ganz  andere  Gestalt,  nämlich: 


_  (xaj-  x,y  _  (j/2  — ^i)2  _  (^2  -  ^lY  ,    (^1  ^2  -^ly-if 

"•"  C2a2  "^  «2^2 

oder  nach  Einführung  der  Plückerschen  Koordinaten: 
ira        Ta        Z2         I>2         .1/2         X'^ 

a2  62  c2     "^62C2^  C2a2~^«2^2 

Diese  Gleichung  ist  also  der  analytische  Ausdruck  für 
die  Bedingung,  daß  eine  Gerade: 

?(X,  r,  z,  X,  jü,  3') 

das  Ellipsoid  berühre.  In  diesem  Sinne  kann  18)  auch 
als  eine  Form  der  Gleichung  dieser  Fläche  angesehen  werden, 
nämlich  als  Gleichung  in  Plückerschen  Linienkoordinaten.  Wie 
man  sieht,  ist  auch  diesmal  der  zweite  Grad,  wie  in  Punkt-  und 
in  Ebenenkoordinaten  erzielt  worden  (vgl.  übrigens  §  10,  S.  109). 


Theorie   von   Pol  und   Polarebene.     Die   Theorie   der 
konjugierten   Durchmesser  und  Durchmesserebenen  ist  ein  be- 
sonderer Fall  der  allgemeinen  Polaren- 
theorie,   die    sich   unmittelbar   von    der 
Ebene   (siehe  I,  §  22)  auf  den  Kaum  er- 
weitern läßt  und  deren  Grundzüge  daher 
hier  nur  kurz   entwickelt  werden  mögen. 
Wieder  seien  zwei  Punkte  P(^i«/i~"i) 
und    Q  {X2  ifi  z^)    gegeben    (Fig.  28)    und 
die  Gleichung  13)   für  die  Schnittpunkte 
Fig.  28.  p^  ^^^  p^    jgj.  Geraden   PQ   mit   dem 

Ellipsoid  aufgestellt.  Nun  aber  werde  nicht  die  Bedingung 
gesetzt,  daß  letztere  zusammenfallen,  sondern  daß  sie  mit  P 
und    Q   vier   harmonische    Punkte    bilden.      Dann    müssen    die 
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Wurzeln    von    13)    entgegengesetzt   gleich    sein,  d.  h.   es 
muß  sein: 

Man  nennt  dann  P  und  Q  konjugierte  harmonische 
Pole  des  Ellipsoids  (selbst  wenn  A  und  C  gleiche  Zeichen 
haben  sollten,  also  die  beiden  Schnittpunkte  Pj  und  1\  imaginär 
werden).  Die  Gleichung  19)  ist  in  bezug  auf  jeden  der  beiden 
Punkte  vom  ersten  Grade,  also: 

Die  konjugierten  Pole  eines  beliebigen  Punktes 
P{^iy\^\)  liegen  in  einer  Ebene,  welche  man  seine  Polar- 
ebenenennt.  Ihre  Koordinaten  m,  v,  w  folgen  durch  die  Formeln : 

X-,  t/l  ^i 

oder,  wenn  jetzt  der  Index  fortgelassen  wird: 

X  y  z 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  in  analytischer  Form 
die  ganze  Polarentheorie.  Jedem  Punkt  P{x,y^z)  entspricht 
hiernach  eine  Ebene  JE{u,v,tv)  und  umgekehrt.  Im  besonderen 
ist  der  Mittelpunkt  nichts  anderes  als  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene,  während  andererseits  irgend  einem  unendlich 
fernen  Punkt  die  zu  der  Richtung  nach  ihm  konjugierte  Durch- 
messerebene entspricht.    Ferner  ist  aus  17)  und  20)  zu  schließen: 

Die  Berührungspunkte  des  von  einem  Punkte  P 
ausgehenden  Berührungskegels  liegen  auf  der  Polar- 
ebene von  P. 

Liegt  ein  Punkt  P  auf  dem  Ellipsoid,  so  geht  die 
Polarebene  durch  ihn  und  fällt  mit  der  Tangential- 
ebene zusammen. 

Polartetraeder.  Es  sei  P^  ein  beliebiger  Punkt  im 
Räume  und  E^  seine  Polarebene.  Man  wähle  in  ihr  irgendwo 
einen  Punkt  Pg,  so  sind  P^  und  P^  konjugiert.  Die  Polar- 
ebene Eq  von  Pg  muß  also  durch  P^  hindurchgehen.  E^  und 
E^  schneiden  sich  in  einer  Geraden.  Auf  ihr  wähle  man  einen 
dritten  Punkt  Pg,  der  nun  zu  P^  und  Pg  konjugiert  ist  und 
dessen  Polarebene  E^  somit  durch  Pj  und  Pg  hindurchgeht. 
£*!,  E2  und  E^  schneiden  sich  endlich  in  einem  vierten  Punkt 
P4,  dessen  Polarebene  E^  durch  P^,  Pg  und  Pg  hindurchgeht 
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und  also  mit  der  durch  diese  drei  Punkte  bestimmten  Ebene 
zusammenfällt. 

So  ist  ein  „sich  selbst"  polares  Tetraeder  P1P2P3P4  kon- 
struiert worden,  d.  h.  ein  Tetraeder,  in  welchem  jede  Ecke  der 
Pol  der  Gegenfläche  ist.  Ein  solches  polares  Tetraeder  und 
zwar  dasjenige,  für  welches  die  Polarität  zur  Symmetrie  wird, 
besteht  aus  den  drei  Hauptebenen  des  Ellipsoids,  wenn  die 
unendlich  ferne  Ebene  als  vierte  hinzugezogen  wird. 

Man  betrachte  irgend  eine  Ebene  E.  Jeder  Punkt  P  der- 
selben hat  seine  Polarebene,  welche  E  in  einer  Geraden  7 
schneidet,  woraus  folgt,  daß  jeder  auf  7  liegende  Punkt  zu  P 
konjugiert  ist.  Innerhalb  der  Ebene  E  selbst  reduziert  sich 
also  die  räumliche  polare  Verwandtschaft  zu  einer  ebenen,  wie 
sie  in  I,  §  22  so  ausführlich  erläutert  worden  ist.  Der  Kegel- 
schnitt aber,  in  bezug  auf  welchen  diese  Verwandtschaft  gilt, 
kann  offenbar  kein  anderer  sein,  als  der  (reeUe  oder  imaginäre) 
Schnitt  von  E  mit  dem  EUipsoid. 

Wie  es  zu  jedem  Punkte  P  unzählig  viele  konjugierte  Pole 
gibt,  die  alle  in  der  Polarebene  liegen,  so  kann  man  umgekehrt 
alle  Ebenen,  welche  durch  den  Pol  einer  gegebenen  Ebene  E 
hindurchgehen,  polar  zu  dieser  Ebene  nennen.  Man  betrachte 
daraufhin  irgend  einen  Punkt  P  oder  vielmehr  das  durch  ihn 
als  Zentrum  bestimmte  Ebenen-  und  Strahleubündel.  Jeder 
Ebene  E  dieses  Bündels  sind  unzählig  viele  Ebenen  desselben 
Bündels  konjugiert,  nämlich  alle  diejenigen,  welche  durch  den 
Pol  von  E  hindurchgehen.  Sie  bilden  also  ein  Ebenenbüschel, 
dessen  Achse  l  als  Strahl  genommen  nun  zu  E  in  polarer 
Verwandtschaft  steht,  da  umgekehrt  jeder  durch  l  gehenden 
Ebene  ein  in  E  liegender  Strahl  entspricht.  Offenbar  bezieht 
sich  diese  Verwandtschaft  auf  den  von  P  ausgehenden  (reellen 
oder  imaginären)  Berührungskegel.  Wenn  P  mit  dem  Mittel- 
punkt M  des  Ellipsoides  zusammenfällt,  so  geht  sie  wieder  in 
die  Beziehung  zwischen  Durchmesser  und  konjugierter  Durch- 
messerebene über. 

Polarität  zwischen  gerader  Linie  und  gerader  Linie. 
Wenn  ein  Punkt  P{x^y,z)  seine  Lage  ändert,  so  auch  die 
Polarebene  E(t(^v^io).     Beschreibt  P  eine   geradlinige   Punkt- 
reihe 7,  so  muß  E  ein  Ebenenbüschel  um  eine  andere  Achse 
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?i  beschreiben.  Denu  greift  man  auf  l  irgend  zwei  Punkte 
Pi  und  Pa  heraus,  so  sind  sie  zu  allen  Punkten  der  Geraden  /i, 
in  welcher  sich  die  Polarebenen  E^  und  F.^  schneiden,  konjugiert. 
Also  sind  auch  alle  Punkte  von  l  zu  allen  Punkten  von  ?i 
konjugiert,  d.  h.  die  Polarebenen  aller  Punkte  von  7  müssen 
durch  7i  hinduchgehen  und  umgekehrt.  So  entsteht  die  polare 
Verwandtschaft  zwischen  gerader  Linie  und  gerader  Linie,  die 
noch  etwas  genauer  zu  betrachten  ist. 

Schneidet  l  das  Ellipsoid,  so  nehme  man  die  Schnittpunkte 
als  die  vorhin  genannten  Punkte  P^  und  Pj.  Die  Polare  1^ 
ist  also  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen  in  diesen 
Schnittpunkten.  Schneidet  aber  l  das  Ellipsoid  nicht,  so  gehen 
durch  l  zwei  Tangentialebenen.  Die  Verbindungslinie  der  beiden 
Berührungspunkte  ist  also  die  Polare  7^. 

Um  aber  auch  analytisch  diese  Verwandtschaft  zwischen 
l  und  ?!  darzustellen,  seien  zunächst  PiC^Ci^i^i),  P^i^iVi^^) 
irgend  zwei  Punkte  und  £'i(MiViifi),  E^iu^v^w.^  ihre  Polar- 
ebenen, so  daß  nach  20): 

Nun   bilde  man   nach    1)   und  4)  i;  10  die  P  lücker  sehen 
Koordinaten  von  /  und  nach  11)  §  10  diejenigen  von  7^,  also  z.B.: 
X  =  X2  —  -Ti;     Li  =  U2  —  «1- 
Daher  nach  den  Gleichungen  20): 

Geht  man  in  derselben  Weise  auch  mit  den  anderen  Koor- 
dinaten vor,  so  entstehen  nach  Einführung  eines  an  sich  will- 
kürlichen Faktors  k  die  Beziehungen  zwischen  7  und  7^: 
.Li  =  —kb^c^-X,    3I,  =  —kc'-a^Y,    ]Vi  =  —ka^U^Z, 
X^  =  ka^L,  l\  =  klß3I,  Z^  =  kc^  N.  ' 

Aus  diesen  Formeln,  die  zu  jeder  Geraden  l  im  Räume  die 
polare  Gerade  7^  bestimmen,  entnimmt  man  unter  anderem: 

^^  +  ^  +  ^  =  ^  (XL  -1-  YM  +  ZX), 
also  nach  der  Identität  6),  §  10: 

^^   I   Ul  1   ^^  =  0.  22) 
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Da  nun  nach  2),  {;  10  X,  Y,  Z  proportional  zu  den 
Richtungskosinus  der  Geraden  /  sind,  so  ist  aus  3),  §  18  zu 
schließen : 

Irgend  zwei  konjugierte  Gerade  l  und  l^  sind 
parallel  zu  konjugierten  Durchmessern.  (Was  selbst- 
verständlich auch  rein  geometrisch  leicht  nachweisbar  ist). 

Wann  schneiden  sich  zwei  konjugierte  Gerade  l  und  ?i? 
Um  dies  zu  beantworten,  greife  man  zur  Formel  14  a),  §  10  für 
die  Bedingung  des  Schneidens  zurück  und  setze  21)  ein. 
Es  folgt  nach  Division  durch  Jca^b^c^: 

_X^_Y^_Z^  i2^^Jf2^3^_ 

a2  62  c2    +  J2c2        t2a2  "^  a2fe2  ~     ' 

d.  h.  nach  18): 

Nur  die  Tangenten  des  Ellipsoides  werden  von 
ihren  Polaren  geschnitten. 

Der  Schnittpunkt  ist  der  Berührungspunkt,  da  durch  ihn 
die  Polarebene  jedes  Punktes  der  Tangente  hindurchgeht.  Die 
Polare  einer  Tangente  ist  also  wieder  eine  durch  denselben 
Berührungspunkt  gehende  Tangente.  So  werden  also  alle  in 
derselben  Berührungsebene  liegenden  Tangenten  paarweise  ein- 
ander zugeordnet,  und  zwar  „involutorisch",  da  ja,  wie  eben 
bewiesen,  zwei  solche  Tangenten  parallel  sind  zu  konjugierten 
Durchmessern  derjenigen  Ellipse,  in  welcher  das  Ellipsoid  durch 
die  parallele  Durchmesserebene  geschnitten  wird. 

Es  gibt  also  auch  für  jeden  Punkt  P  des  Ellipsoides 
ein  Paar  zueinander  senkrechte  polare  Tangenten,  diejenigen 
nämlich,  welche  zu  den  Hauptachsen  der  genannten  Ellipse 
parallel  sind.  Sie  bestimmen  in  P  die  sogenannten  Haupt- 
richtuugen,  welche  in  der  Krümmungstheorie  der  Flächen*) 
als  Richtungen  der  beiden  Krümmungslinien  eine  so  große  Rolle 
spielen.  Wie  schon  einmal  bemerkt,  haben  im  allgemeinen  die 
durch  die  Normale  der  Fläche  gehenden  Schnitte  in  P  un- 
gleiche Krümmung,  was  hier  dahin  ergänzt  werden  mag,  daß 
für  die  eine  Hauptrichtung  die  Krümmung  ein  Maximum,  für 
die  andere  ein  Minimum  wird.     Nur  für  die  Nabelpunkte  sind 

*)  Die  Theorie  konjugierter  Tangenten  kann  nämlich  auf  beliebige 
Flächeu  ausgedehnt  werden,  obgleich  die  allgemeine  Polarentheorie  nur 
für  diejenigen  zweiter  Ordnung  zutrifft. 
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diese  Krümmungen  alle  gleich.  Hier  stehen  auch  alle  polaren 
Tangenten  aufeinander  senkrocht,  da  die  parallele  Ellipse  ein 
Kreis  ist.  —  Man  stelle  sich  allgemeiner  alle  durch  einen 
heliebigen  Punkt  F  des  Raumes  gehenden  Tangenten  vor. 
Ihre  Polaren  müssen  in  der  Polarebene  von  P  liegen  und  da 
sie  andererseits  auch  Tangenten  an  das  EUipsoid  sind,  so  be- 
rühren sie  diejenige  Ellipse,  in  welcher  der  Kegel  das  EUipsoid 
berührt. 

Selbstverständlich  kann  der  wesentliche  Inhalt  dieses  Para- 
graphen mit  geringen  Abänderungen  auf  alle  Flächen  zweiter 
Ordnung  ausgedehnt  werden;  es  mag  für  die  beiden  Hyper- 
boloide nur  noch  die  Bemerkung  eingeschaltet  werden,  daß  der 
Kegel  15),  wenn  man  die  Spitze  mit  dem  Mittelpunkt  zusammen- 
fallen läßt,  also  Xi  =  ifi  =  ^i  =  0  setzt,  die  Gleichung  erhält: 

^' 4.^-^  =  0 
a2  "^  62        c2 

Er  wird  zum  Asymptotenkegel  der  Fläche  (dem  sich  diese 
unbegrenzt  annähert). 

Übungsanfgabeii. 

1.  In  einem  beliebigen  Punkte  P(.r.y^)  des  Ellipsoids  1)  wird  die 
Normale,  d.  h.  die  Senkrechte  auf  der  Berührungsebene  gezogen.  Es  sind 
die  Koordinaten  der  drei  Schnittpunkte  (^,  J{,  S  mit  der  ijz-,  der  ^x-  und 
a;  (/-Ebene  zu  ermitteln.  Wie  verhalten  sich  die  drei  Längen  QP,  RP,  SP 
zueinander. 

2.  Es  ist  der  Komplex  aller  derjenigen  Geraden  zu  bestimmen, 
welche  auf  ihren  Polaren  senkrecht  stehen.  Alle  Durchmesser,  alle  in  den 
Hauptebeuen  liegenden  und  alle  auf  diesen  senkrechten  Geraden  gehören 
zu  dem  Komplex.     Ebenso  alle  Normalen  der  Fläche. 

3.  Man  zeige,  daß  unzählig  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  denselben 
in  der  vorigen  Aufgabe  genannten  Komplex  besitzen  und  daß  letzterer 
übereinstimmt  mit  der  Gesamtheit  aller  Geraden,  für  welche  die  Schnitt- 
punkte Q,  B,  S  mit  den  Hauptebenen  in  einem  gegebenen  einfachen  Ver- 
hältnis zueinander  stehen. 

4.  Man  stelle  außer  dem  in  2)  und  3)  genannten  Komplex  noch 
einen  anderen  auf,  der  im  besonderen  alle  Xoi malen  der  Fläche  enthält, 
so  daß  diese  Normalen  als  die  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Komplexe 
erscheinen. 


Vierter  Abschnitt. 

§  19  bis  §  22. 


S  19. 


Krümmung  der  Flächen.     Die  geraden  Linien  auf  den 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

Man  ist  leicht  geneigt,  bei  der  Vorstellung  einer  „krummen" 
Oberfläche  den  Ty^Dus  der  Kugel  oder  des  Ellipsoids,  kurz  der 
„positiven"  oder  „elliptischen"  Krümmung  zugrunde  zu 
legen.  Wird  zur  Gewinnung  einer  kürzeren  Ausdrucksweise  die 
Berührungsebene  in  dem  betrachteten  Punkte  P  der  Fläche 
horizontal  angenommen,  so  geht  bei  diesem  Typus  die  Krümmung 
in  allen  Azimuten  nur  nach  oben  oder  nur  nach  unten.  Die 
Berührungsebene  berührt  die  Fläche  in  P,  schneidet  sie  aber 
nicht,  wenigstens  nicht  in  unmittelbarer  Umgebung  dieses 
Punktes. 

Ganz  anders  verhalten  sich  die  negativ  oder  sattel- 
förmig gekrümmten  Flächen.  Hier  geht  die  Krümmung 
nicht  in  allen  Azimuten  nur  nach  oben  oder  nur  nach  unten, 
sondern  teils  nach  oben,  teils  nach  unten.  (Sattel,  Gebirgspaß). 
Die  Berührungsebene  muß  daher  die  Fläche  nicht  allein  in  P 
berühren,  sondern  auch  schneiden,  und  zwar,  da  die  Azimute,  in 
welchen  die  Krümmung  nach  oben  geht,  von  denen,  wo  sie  nach 
unten  geht,  doch  getrennt  sein  müssen,  in  zwei  sich  in  P 
schneidenden  Richtungen,  den  sogenannten  „asymptotischen" 
Richtungen.  Normalschnitte  längs  dieser  Richtungen  haben 
keine  Krümmung.  In  zwei  Scheitelwinkelräumen  geht  sie  nach 
oben,  in  den  beiden  anderen  nach  unten. 

Zwischen  den  positiv  und  den  negativ  gekrümmten  Flächen 
stehen   diejenigen,  welche,   wie   man   sagt,    parabolisch   ge- 
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krümmt  sind,  wie  der  Zylimler  und  der  Kegel  oder  ganz  all- 
gemein die  »abwickelbMie  Fläclie.  (Siehe  §  12).  Hier  fallen  die 
beiden  asymptotisclion  Kichtungen  zu  einer  einzigen  zusammen; 
das  eine  Paar  der  Sclieitelwinkelräume  reduziert  sich  auf  einen 
Strich,  während  in  allen  anderen  Richtungen  die  Krümmung 
nur  nach  einer  Seite  geht. 

Ausnahmen  treten  z.  B.  für  solche  Punkte  ein,  die  keine 
eigentliche  Tangentialebene  haben,  wie  etwa  die  Spitzen  der 
Kegel.  Auch  liegt  die  Möglichkeit  auf  der  Hand,  daß  auf  ein 
und  derselben  Fläche  sowohl  Gebiete  mit  positiver,  als  auch 
solche  mit  negativer  Krümmung  vertreten  sein  können,  die  im 
allgemeinen  durch  Linien  voneinander  abgegrenzt  sein  werden, 
auf  welchen  die  Krümmung  parabolisch  ist.  Man  stelle  sich 
z.  B.  die  Ringfläche  vor,  die  durch  Umdrehung  eines  Kreises 
um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene,  aber  den  Kreis  nicht 
schneidende  Achse  entsteht.  Außen  ist  offenbar  positive,  innen 
aber  negative  Krümmung  und  dazwischen  liegen  (oben  und  unten) 
die  beiden  hier  kreisförmigen  Grenzlinien  mit  parabolischer 
Krümmung. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  aber  ist  nur  einheitlich 
gekrümmt,  also  entweder  nur  positiv  (EUipsoid,  zweischaliges 
Hyperboloid,  elliptisches  Paraboloid)  oder  nur  negativ  (ein- 
schaliges Hyperboloid  und  hyperbolisches  Paraboloid)  oder  nur 
parabolisch  (Zylinder  und  Kegel).  Siehe  Typus  A,  B  und  C 
in  §  14,  S.  154. 

Die  geraden  Linien  auf  den  Flächen  zweiter  Ord- 
nung. Auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung  vom  ersten  Typus 
kann  es  offenbar  gar  keine  (reelle)  gerade  Linie  geben.  Da- 
gegen ist  die  Existenz  zweier  Scharen  von  ihnen  für  den 
zweiten  Typus  sofort  auf  folgende  Weise,  ganz  abgesehen  von 
den  früheren  Untersuchungen  solcher  Scharen  in  §  12,  nach- 
weisbar. 

Wie  vorhin  erläutert,  muß  die  Berührungsebene  bei  nega- 
tiver Krümmung  in  die  Fläche  einschneiden,  und  zwar  in  zwei 
verschiedenen,  im  Berührungspunkt  sich  schneidenden  Rich- 
tungen. Andererseits  ist  für  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  jeder 
ebene  Schnitt  eine  Kurve  zweiter  Ordnung;  er  zerfällt  also 
hier  in  zwei  gerade  Linien,  da  keine  andere  Kurve  zweiter 
Ordnung  zweimal  durch  denselben  Punkt  hindurchgeht. 

14 
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Wie  aber  stellt  man  diese  beiden  Scharen  von  Geraden 
aus  der  gegebenen  Gleichung  der  Fläche,  also  z.  B.  5)  oder  9j, 
§  14  heraus  analytisch  darr  Auch  hierfür  läßt  sich  durch 
folgende  Überlegung  Rat  schaffen! 

Es  sei  l  irgend  eine  Gerade  der  Fläche.  Man  betrachte 
sie  als  Schnitt  zweier  Ebenen: 

Ui  =  a,x -\- b^y -\- Ci^ -\- dl  =  0, 

so  liegt  die  Sache  doch  so,  daß,  wenn  die  beiden  Gleichungen  1) 
erfüllt  sind,  auch  die  Gleichung  der  Fläche  erfüllt  sein  muß. 
Letztere  Gleichung  muß  also  als  Folge  von  1)  ableitbar  sein. 
Da  sie  aber  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Gleichungen  1)  aber  nur 
den  ersten  Grad  haben,  so  kann  dies  nur  darauf  hinauslaufen, 
daß  es  möglich  sein  muß,  zwei  andere  lineare  Faktoren: 

Fa  =  a^x  +  h^y  4-  cg^  +  f/3 ,   — F^  =  a^x  -f  b^y  -\-  c^s  +  d^    2) 

aufzufinden,  so  daß  nach  Multiplikation  und  Addition  die 
Gleichung  der  Fläche  in  der  Form: 

F{x,y,2)=  ü,V,-V,U,  =  0  3) 

herauskommt. 

Ist  aber  diese  Form  3),  in  welcher  C/j,  U2,  Fj,  V^  nach  1) 
und  2)  irgend  vier  lineare  Ausdrücke  sind,  hergestellt,  so  leitet 
man  die  beiden  Scharen  von  geraden  Linien  folgendermaßen 
ab.     Aus  3)  folgt: 

F,  -  r,' 

Wird  der  gemeinsame  Wert  dieser  Brüche  =  A  gesetzt,  so 

ergibt  sich : 

l\  _  A  Fl  =  0,     U^  -  A  F2  =  0.  4) 

Man  kann  aber  auch  setzen: 

u,  _r,  _ 

also: 

Ui— ^11^  =  0,     Fl  —  fi  Fa  =  0.  5) 

In  4)  ist  die  eine,  in  5)  die  andere  Linienschar 
gegeben.  Denn  setzt  mau  in  4)  für  A  oder  in  5)  für  ^i 
irgend  einen  Wert,  so  entstehen  zwei  Ebenen,  die  sich  in  einer 
auf  der  Fläche  liegenden  Geraden  schneiden.     Man  sieht  auch, 
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daß  zwei  Gerade  derselben  Schar  (im  allgemeinen)  zueinander 
windschief  sind.  Denn  nimmt  man  z.  B.  für  k  zwei  verschiedene 
Werte  Ai  und  Ag  und  bildet  demnach  die  vier  Gleichungen: 

ih-^y.  =  0,   lU-K,y,  =  0,  V,-hV,  =  0,  U,-X,V,  =  0, 

80  müssen  die  Koordinaten  des  etwaigen  Schnittpunktes  alle 
vier  erfüllen.     Aus  ihnen  folgt  aber  auch: 

l\  =0,     Fl  =  0,     U^  =  0,     U^  =  0. 

Es  müßten  also  —  was  im  allgemeinen,  wenn  ?7i,  f/a,  F^,  Fg 
vier  beliebige  lineare  Ausdrücke  sind,  nicht  zutreffen  wird  — 
diese  vier  Ebenen  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen.  Dann 
aber  gehen  alle  Linien  4)  und  5)  durch  diesen  Punkt,  die 
Fläche  ist  ein  Kegel  und  die  beiden  Scharen  4)  und  5)  fallen 
zusammen. 

Sonst  aber  sind  die  Geraden  ein  und  derselben  Schar 
windschief.  Dagegen  wird  jede  Gerade  der  einen  von  jeder 
Geraden  der  anderen  Schar  geschnitten,  wie  daraus  folgt,  daß 
für  jedes  Wertepaar  A  und  fi  aus  drei  der  vier  Gleichungen  4) 
und  5)  die  vierte  folgt.  Man  kann  dieselben  zu  der  fortlaufenden 
Proportion  vereinigen: 

l\:  l\:  V^:V^  =  A,a:A:,a:l 
oder: 

l\  —  A^Fj  =  0,      L'a—  AFg  =  0,      V^—^}\  =  0. 

Diese  drei  Gleichungen,  oder  auch  irgend  drei  der  Glei- 
chungen 4)  und  5)  bestimmen  nach  Einsetzen  der  Ausdrücke 
f/i,  f/a,  Fl,  Fg  aus  1)  und  2)  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes. 

In  4)  sind  zwei  Ebenenbüschel,  und  zwar  zwei  beliebige 
Ebenenbüschel  aufgestellt,  die  hier  projektivisch  aufeinander 
bezogen  werden,  da  je  zwei  demselben- Wert  von  A  zugehörende 
Ebenen  beider  Büschel  entsprechen  (vgl- 1,  §  23).  Ein  Gleiches 
gilt  für  5).     Also: 

Irgend  zwei  projektivisch  einander  zugeordnete 
Ebenenbüschelmitwindschiefen  Achsen  erzeugen,  wenn 
entsprechende  Ebenen  zum  Schnitt  gebracht  werden, 
eine  Schar  von  Geraden  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Die  beiden  Achsen  gehören  der  anderen  Schar  an. 

Da  ferner  jedes  der  beiden  Büschel  die  Achse  des  anderen 
in  einer  Perspektiven,  also  auch  projektivischen  Punktreihe 
schneidet,  so  folgt: 

14* 


212  §  19'     Geradlinige  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Irgend  zwei  projektive  geradlinige  und  zueinander 
windschiefePunktreihen  erzeugen,  wenn  entsprechende 
Punkte  verbunden  werden,  eine  Schar  von  Geraden 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  Träger  der  ge- 
gebenen  Punktreihen   gehören   der  anderen  Schar  an. 

Im  allgemeinen  ist  die  so  erzeugte  Fläche  ein  einschaliges 
Hyperboloid.  Wenn  aber  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Punktreihen  einander  entsprechen,  ihre  Projektivität  also  zur 
Ähnlichkeit  oder  Kongruenz  wird,  so  ist  das  Ergebnis  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid. 

Wenn  man  alle  Geraden  einer  Schar  von  irgend  einem 
Punkte  P  im  Räume  durch  Ebenen  projiziert,  so  ist  in  jeder 
dieser  Ebenen  nur  eine  Gerade  der  Schar  enthalten.  Da  aber 
andererseits  eine  Ebene  überhaupt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  schneiden  muß,  so  kann  diese 
Gerade  nur  ein  Teil  des  Schnittes  sein,  und  die  Ebene  muß 
die  Fläche  noch  in  einer  zweiten,  aber  zur  anderen  Schar  ge- 
hörenden Geraden  schneiden.  Die  projizierenden  Ebenen  be- 
rühren mithin  die  Fläche,  und  zwar  in  den  Schnittpunkten  der 
beiden  Geraden.  Sie  umhüllen  also  auch  den  von  P  aus  an 
die  Fläche  gehenden  Berührungskegel.  Schneidet  man  diesen 
noch  durch  eine  beliebige  Ebene,  so  folgt: 

Bei  jeder  nach  den  Prinzipien  der  darstellenden  Geo- 
metrie hergestellten  Zeichnung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
fallen  die  Projektionen  der  beiden  Linienscharen  zusammen 
und  erscheinen  als  Tangenten  desjenigen  Kegelschnittes, 
welcher  die  scheinbare  Umgrenzung  der  Fläche  bildet.  (Fig.  29 
und  30). 

Dies  muß  auch  richtig  sein,  wenn  der  Puukt  F  auf  der 
Fläche  selbst  liegt.  Es  findet  aber  dann  insofern  eine  Aus- 
nahme statt,  als  dann  die  beiden  durch  F  gehenden  Geraden 
der  Fläche  sich  in  der  Projektion  als  Punkte  darstellen, 
während  die  übrigen  Geraden  der  einen  und  der  anderen 
Scliar  durch  je  einen  dieser  Punkte  zu  geht^n  scheinen  und 
also  in  der  Zeichnung  zu  zwei  Strahleubüscheln  werden. 

Läßt  mau  aber  F  mit  dem  Mittelpunkt  der  Fläche  zu- 
sammenfallen, so  berührt  der  Kegel  die  Fläche  erst  in  unend- 
licher Ferne.     Also: 
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Jede  Gerade  der  einen  Schar  ist  parallel  zu  einer 
Geraden  der  anderen  Schar  und  auch  parallgl  zu 
einer  Kante  des  Asymptotenkegels  der  Fläche. 

Ist  aber  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  so  liegt 
ihr  Mittelpunkt  unendlich  fem  in  der  Richtung  der  Achse  und 
fällt  mit  dem  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  fernen  Geraden 
der  Fläche  zusammen.  Es  tritt  also  der  vorhin  erwähnte  Aus- 
nahmefall ein,  der  hier  folgende  Gestalt  annimmt: 

Projiziert  mau  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  Strahlen 
parallel  zu  seiner  Achse  auf  eine  beliebige  Ebene,  so  erscheinen 
die  Geraden  jeder  Schar  parallel  (zwei  Parallelstrahlenbüschel). 
Oder  auch:  Die  Geraden  jeder  Schar  sind  parallel  zu  ein  und 
derselben  Ebene. 


Die  Darstellung  der  Gleichung  einer  Fläche  in  der  Form  3) 
macht  gar  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  von  den  einfachen 
in  §  14  angegebenen  Formeln  ausgeht.  Denn  z.  B.  für  das 
einschalige  Hyperboloid 
(Fig.  29)  mit  der  Glei- 
chung: 


02   "^    62"~    c2^ 


1    =   0 


oder  (um  f ür  Ä;  =  0  auch 
den  Kegel  zu  erhalten): 

«2   "•"    i2  c2 

schreibe  man  also: 


z        X 
c        a 


Fi2.  29  b. 


Z;     =  0 


und  setze  also  nach  3): 


c       a 


U, 


y 


+  A-, 


^'  —  h      ' 


F., 


Die  beiden  Scharen  4)  und  5)  werden  also: 

X 

a 

X 

a 


Ca  \b  ' 


c       a 


u 


f  +  ^ 


0, 


KU') 


z 
c 

— 

X 

a 

^■) 

= 

0, 

4  a; 

k\ 



0. 

5  a 

214  §  19'     Geradlinige  Flächen  zweiter  Ordnunfr. 

Man  bemerke  zunächst,  daß  für  k  ^  ^  die  Gleichungen 
4a)  und  5a)  sich  nur  durch  die  Vorzeichen   der  Konstanten 

(-j-Afc,  +^)  unterscheiden.     Die  entsprechenden  Geraden  sind 

also  parallel.  Für  Ä;  =  0  fallen  dann  4  a)  und  5  a)  ganz  und 
gar  zusammen,  d.  h.  für  den  Kegel  vereinigen  sich  beide  Scharen 
zu  einer  einzigen.  Außerdem  sind  (siehe  §  14)  die  Geraden 
des  Hyperboloids  auch  parallel  zu  den  Kanten  des  Asymptoten- 
kegels {k  =  0),  wie  bereits  vorhin  gezeigt. 

Setzt  man  aber  A  beliebig  und  fi  auch  beliebig,  so  müssen 
sich  die  beiden  in  4a)  und  5a)  gegebenen  Geraden  schneiden. 
Zur  Berechnung  des  Schnittpunktes  setze  man  die  beiden  aus 

4a)    und    5  a)    folgenden    Werte    von  — 1 —    oder    auch    von 

einander    gleich.      Man    erhält    beide    Male   dasselbe, 

c       a 

nämlich : 


A(|_Ä;^  =  af|f/c 


und  hieraus: 


h         J~~'\b 


Führt  man  diesen  Wert  in  4  a)  oder  5  a)  ein  und  berechnet 
durch  Addition  und  Subtraktion  x  und  z,  so  folgt,  wenn  nun 
wieder  A;  =  1  gesetzt  wird: 

Diese  Gleichungen  6)  enthalten  zugleich  (§  5)  eine  über- 
raschend einfache  Parameterdarstellung  des  ein- 
schaligen Hyperboloids,  wobei  man  sich  übrigens  hinterher 
leicht  überzeugen  kann,  daß  die  Gleichung  desselben: 

r2  -ji2  £-2 

•^  4_f — ^_i  =  0, 

nach  Einsetzen  von  6)  identisch  erfüllt  wird.  Wie  zu  erwarten, 
sind  die  Formeln  6)  sowohl  in  bezug  auf  A,  als  auch  in  bezug 
auf  ft  vom  ersten  Grade  (bilinear),  da,  wenn  mau  ).  konstant 
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setzt  und  ^i  variiert,  oder  umgekehrt,  der  laufende  l'unkt  sich 
auf   einer  Geraden   der  einen  oder  der  anderen  Schai-  ])ewegt 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  (Fig.  30): 


a.2        y^ 


setze  man  2p  =  k\  2q  =  l\  forme  die  Gleichung  um  in: 


und  setze  nach  3) 


F,  =  l. 


Fig.  30. 


Die  Formeln  4)  und  5)  werden  also: 
X      y       ^  _  n      ^  _i_y       ; 


0, 


X      y       s 


^         ^  y  n 


Da  die  beiden  Gleichungen; 
^  J^y  -l  —  O 


4b) 
5  b) 


kein  s  enthalten,  so  ergeben  sie  die  Projektion  der  beiden 
Linienscharen  auf  die  :ri/- Ebene,  und  da,  wie  man  sieht,  hier 
der  Parameter  X  oder  ^i  nur  in  den  Konstanten  enthalten  ist. 
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SO    sind    die    Projektionen    der   Linien    jeder   Schar    einander 
parallel,  wie  bereits  früher  erwiesen. 


Der  Versuch,  die  Gleichung  einer  positiv  gekrümmten 
Fläche  zweiter  Ordnung,  etwa  des  EUipsoids: 

^.      ^_.      ,._ 
aä  ^  ja  ^  c2 

auf    die    Form  3)    zu    bringen,    gelingt    nur    bei   Einführung- 
imaginärer Faktoren,  z.  B,: 

■      ('7  +  f)(»7-f)-(!+0(|-0  =  °- 

Es  kann  auch  gar  nicht  anders  sein,  da  hier  keine  Geraden 
auf  der  Fläche  existieren  oder  da  sie  vielmehr  imaginär  sind. 
Bei  dem  auf  S.  154  besprochenen  Übergang  vom  einschaligen 
Hyperboloid  durch  den  Asymptotenkegel  zum  zweischaligen 
Hyperboloid  sieht  man  übrigens  deutlich,  wie  zunächst  die 
beiden  Scharen  zusammenfallen,  um  darauf  beide  zugleich 
imaginär  zu  werden. 

Die  Gleichungen  21),  §  18  für  polare  gerade  Linien  /  und 
li  liefern  übrigens  auch  auf  natürlichste  Weise  einen  Ansatz 
zur  Ermittelung  der  geraden  Linien,  der  sehr  leicht  ausgebeutet 
werden  kann.  Man  stelle  nämlich  die  Frage  nach  solchen 
Geraden,  die  sich  etwa  selbst  polar  sind.  Eine  solche 
Gerade  l  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Polarebene  jedes  auf  ihr 
gelegenen  Punktes  P  durch  l  hindurchgeht,  woraus  folgt,  daß 
jeder  Punkt  F  von  ?,  d.  h.  l  selbst  auf  der  Fläche  liegt. 

Wird  der  Ansatz  X^  =  X,  1\  =  Y  usw.  in  21),  §  18  ge- 
macht, so  folgt  für  das  Ellipsoid: 

k^a^b-^c^  =  —  1,   Ic  =  +  4    • 
—  abc 

Für  das  einschalige  Hyperboloid  wird  dagegen: 

abc 
und  jedem  der  beiden  Vorzeichen  entspricht  eine  der  beiden 
Scharen  (als  gemeinsame  Strahlen  dreier  linearer  Komplexe). 
(Siehe  §  12.) 

Wie  in  §  18  erläutert,  erhält  man  bei  Zuordnung  polarer 
Tangenten  für  jeden  Punkt  P  der  Fläche  ein  involutorisches 
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Strableubüsfhel,  in  welchem  die  IIaui)tt;uif,'enten  das  aufeinander 
senkrechte  Paar  bilden.  Die  beiden  durch  F  gehenden  Geraden  / 
und  ?j  der  Fläche  sind  somit  die  sich  selbst  entsprechenden 
Strahlen  dieser  Involution,  woraus  übrigens  nocb  folgt,  daß  die 
llaupttangonten,  also  die  Ivichtungen  größter  und  kleinster  Krüm- 
mung, die  Winkel  zwischen  l  und  l^  halbieren. 

ÜbungSiinfg.ibcii. 

1.  Es  soll  (las  Büschel  aller  Flächen  zweiter  Ordnung  aufgestellt 
werden,  welche  durch  die  vier  Kauten  AJi,BC,  ('JJ,DA  eines  wind- 
schiefen Vierecks  AB  CD  hindurchgehen.  Im  besonderu  ist  das  hierher 
gehörende  l'araboloid  zu  bestininieu.  Wie  wird  dasselbe  am  einfachsten 
konstruiert?  Aus  dieser  Konstruktion  nachzuweisen,  daß  das  Paraboloid 
durch  den  Schwer[»unkt  des  Tetraeders  ABCD  gehen  muß. 

2.  Gegeben  sei  die  Fläche  ÜV^  —  V  l\  =  0,  wo  !•,  I\,  V,  V^  irgend 
vier  lineare  Funktionen  von  .(•,  y  und  z  sind.  Dann  stellt  jede  Gleichung 
von  der  Form : 

r  Fl  —  V  l\  -f  a  f72  ^bUV-\-cV^  =  0, 

wo  a,  b,  c  beliebig  gegeben  sind,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  dar,  welche 
die  erstere  längs  der  Erzeugenden  U  =0,   F  :=  0  berührt. 

3.  Gegeben  irgend  zwei  zueinander  windschiefe  Gerade  l  und  l^  im 
Räume.  Ist  es  möglich ,  zwei  einachalige  Rotationshyperboloide,  das  eine 
um  /,  das  andere  um  1^  als  Achse  so  zu  konstruieren,  daß  sie  sich  längs 
einer  Kante  überall  berühren?  (Theorie  der  Hyperboloidräder  zur  un- 
mittelbaren Übertragung  der  Drehung  auf  windschiefe  Achsen.) 


§20. 

Die  berührenden  Kreiskegel  an  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Fokalellipse  und  Fokalhyperbel.    Konfokale  Flächen. 

Die  unmittelbare  Übertragung  der  Brennpunkte  von  den 
Kurven  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  führt  offenbar  nur 
auf  Umdrehungsflächen.  Wenn  zwei  feste  Punkte  im  Räume 
gegeben  sind  und  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  gesucht 
wird,  für  welche  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände 
von  ihnen  konstant  ist,  so  wird  eben  ein  verlängertes  Rotations- 
ellipsoid oder  ein  zweiscbaliges  Rotationsbyperboloid  gefunden. 

Im  allgemeinen  Falle  aber,  z.  B.  für  ein  dreiachsiges  Ellip- 
soid,  liegen  die  Fokaleigenschaften  ganz  und  gar  nicht  so  offen 
zutage,  und  es  waren  daher  tiefgehende  Forschungen  nötig,  um 
sie  klar  übersehen  zu  können.  Auch  war  man  zunächst  auf  Um- 
wege angewiesen,  da  noch  gar  nicht  ausgemacht  war,  in  welcher 
Form  und  bis  zu  welchem  Grade  die  Übertragung  möglich  ist. 


218  §  20.     Konfokale  Häcben. 

Berührende  Kreiskegel.  Am  schnellsten  führt  die  sehr 
einfache  und  natürliche  Frage,  ob  es  unter  allen  Kegeln,  die 
ein  gegebenes  Ellipsoid  berühren,  auch  Kreiskegel  gibt,  in 
diese  schöne  Theorie  hinein.  Offenbar  steht  diese  Frage  in 
reziproker  Verwandtschaft  zu  der  früher  gelösten  nach  den 
Kreisschnitten:  doch  geben  letztere  keinen  Rückhalt  zur 
Bestimmung  der  Kreiskegel,  da  diejenigen  Kegel,  welche  das 
Ellipsoid  längs  eines  Kreises  berühren,  elliptische  Kegel  sind, 
während  andererseits  die  Kreiskegel  das  Ellipsoid  längs  Ellipsen 
berühren.  (Es  sei  denn,  daß  die  Fläche  eine  Umdrehungs- 
fläche ist,  für  welche  beide  Arten  von  Kegeln  zusammenfallen.) 

Es  werde  also  ein  Ellipsoid  gegeben.  Nach  15),  §  18  wird 
die  Gleichung  des  Berührungskegels  von  einem  beliebigen  Punkte 
P  im  Raum  bestimmt.  Bezeichnet  man  jetzt  die  Koordinaten 
der  Spitze  P  einfach  mit  xy^^  diejenigen  des  berührenden  Kegels 
aber  mit  XYZ  und  setzt  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise: 

^.  +  ^  +  7^-1=^;    -«2="'   -Z2  =  ^-'  -c^  =  "'    ^^ 
so  lautet  die  Gleichung  des  Kegels: 

Die  Glieder  zweiten  Grades  sind  darnach: 

A 


—  2  X  Yuv  —  2  YZv w  —  2  ZXwn. 
Es  ist  also  hier  [vgl.  I),  §  15,  S.  159]: 

«n  =   ^a  -  «^      «22  =   j2  —  ^-^      «33  =    ^^  -  ^v\ 


2) 


3) 


«12   =    t(V,  023   =    ^^'^  «31    =^    '''^*- 

Nun   wende  man  die  Kriterien  20),  §  14,  S.  157  für  Um- 
drehungsflächen an: 


«n  — 


«31«12    ,  «ia«23    „  «23«81  i. 

"99 "33  _  ■  ■*' 


«28  «81  «12 

Sie  ergeben  hier  sehr  einfach: 

A  _  A  _A 
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Wenn  also  nicht  a  =  b  =  c,  d.  h.  wenn  nicht  das  Ellipsoid 
eine  Kugel  und  jeder  Berührungskegel  zum  Kreiskegel  wird, 
80  mulj  hiernach  sein: 

r^  7/2  ^2 

^  =  0,     d.h.  nach  1):     ^^^  +  ^^^+^^-1=0, 

d.  h.  die  Spitze  des  Kegels  muß  auf  dem  Ellipsoid  liegen. 

Dies  ist  freilich  richtig,  weil  dann  der  Kegel  in  die  doppelt 
zu  zählende  Berührungsebene  ausartet  und  man  die  Ebene, 
wenn  man  will,  auch  als  einen  Kreiskegel  bezeichnen  kann. 
Aber  ebenso  richtig  ist  wohl  auch,  daß  bei  der  Frage  nach 
den  berührenden  Kreiskegeln  diese  Lösung  nicht  in  Betracht 
kommt  und  nicht  gewollt  ist. 

Man  sieht,  daß  auch  die  trockenen  Formeln  zuweilen  ad 
absurdum  führen.  Aber  wo  sind  denn  nun  die  wirklichen 
Kreiskegel  eigentlich  geblieben,  da  unsere  Analyse  nur  zu  den 
Pseudokreiskegeln,  alias  Berührungsebenen  geführt  hat? 

Es  muß  also  wohl  noch  eine  kleine  Lücke  in  dieser  Analyse 
vorhanden  sein,  durch  welche  die  gesuchten  Kreiskegel  unver- 
sehens uns  entschlüpft  sind.  Und  in  der  Tat  ist  eine  solche 
in  §  14  angezeigt  worden,  die  nämlich,  daß  zwei  der  drei 
Koeffizienten : 

^13»       ^^231       ^31 

verschwinden,  worauf  die  Bedingungen  4)  illusorisch,  d.  h.  von 
der  Form  —  werden.  Man  mache  daher  nach  3)  z.  B.  den 
Ansatz :  m  =  0,     d.  h.     x  =  0, 

d.  h.  P  liege  in  der  y/^- Ebene.  Es  wird  dann  «12  =  ^ds  ^  0 
und  nach  20a),  §  14  lautet  in  diesem  Falle  die  Bedingung  für 
einen  Kreiskegel: 

(«22  —  «n)  (fl'BS  —  «11)  —  «23^  =  0, 

also  hier,  da  u  =  0: 

Werden  die  Klammern  aufgelöst,  so  erhalten  alle  Glieder, 
nachdem  +  v^iv'^  gegen  — v'^ic^  gehoben,  den  Faktor  ^,  der  sich 
hier  noch  einmal  vordrängt.    Wird  er  entfernt,  so  bleibt  übrig: 
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Hier  hat  mau  nun  für  A,  v,  tv  nach  1)  ihre  Werte  einzu- 
setzen (m  =  0).  Dividiert  man  noch  durch  (/^a^t^ajl^  "«2) 
so  folgt: 

oder  endlich: 

,y2 


-I —7—  l  =  0. 


//•■^  —  a2      c-ä  —  a2 

Führt   man   in   derselben   Weise   die   ebenso   berechtigten 
Ansätze:   1/  ^  0,  z  =  0  durch,  so  werden  die  folgenden  drei 


FiiT.  31. 

Möglichkeiten    für    die    Spitzen    von    berührenden  Kreiskegeln 
gewonnen  (Fig.  31): 

//  =  0 ,    j-  H —  1=0,  7) 

•'                '       c2   —  6=ä          (/ä_^2                           '  ' 

.-^0,         -^^      +^ 1=0.  S) 
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Es  sei  wieder  a> ö>  c.  Dann  ist  6)  eine  in  der  Ebene 
der  mittleren  und  kleinsten  Haujitachse  liegende  imaginäre 
Ellipse  und  scheidet  also  aus.  7)  ist  eine  in  der  Ebene  der 
größten  und  kleinsten  Achse  liegende  Hyperbel.  Ihre  reelle 
Halbachse  a',  ihre  imaginäre  Halbachse  h'  und  ihre  Exzentri- 
zität e'  werden  nach  7)  durch  die  Formeln  bestimmt: 

a'i  =  a2  —  fta,     b'^  =  b^  —  c^,     e'a  =  a'2  -|-  b'^  =  a^  —  c^.    7  a) 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  übrigens,  daß  die  Hy- 
perbel  7)   zu   dem  zugehörenden  Hauptschnitt  des   EUipsoids: 

,/  =  0,    -  +  ^  —  1=0 
konfokal  ist,  denn  auch  hier  findet  man: 

e2    =   «2  _  c3. 

Die  Scheitel  der  Hyperbel  7)  liegen  innerhalb  des  EUip- 
soids. Sie  schneidet  die  Fläche  in  vier  Punkten  6r,  G\  G^^  G\, 
und  zwar,  wie  man  durch  Einsetzen  von  10),  §  17  in  7)  be- 
stätigt, in  den  vier  Nabel-  oder  Kreispunkten.  Sie  tritt  dort 
senkrecht  aus  dem  Ellipsoid  heraus,  da  sich  konfokale  Ellipsen 
und  Hyperbeln  senkrecht  schneiden. 

Die  Kui've  8)  ist  eine  in  der  Ebene  der  größten  und  der 
mittleren  Achse  gelegene  Ellipse  DED^E]^.  Für  ihre  große  und 
kleine  Halbachse  a"  und  b"  und  ihre  Exzentrizität  e"  findet  man: 

a"i  =  a2  —  c\     6"2  =  62  —  c\     e"2  =  a"2  —  b"'^  =  a2  —  &2.   ga) 

Die  Ellipse  8)  ist  daher  zum  Hauptschnitt  der  Fläche: 

konfokal.     Da  a"  <a,  b"<b,  so  liegt  sie  innerhalb  des  EUip- 
soids und  die  zugehörigen  Kreiskegel  werden  imaginär. 

Es  bleibt  daher  als  Ort  für  die  Spitzen  reeller  Kreiskegel 
nur  die  in  der  Ebene  der  größten  und  kleinsten  Achse  liegende 
Hyperbel  7)  übrig,  soweit  sie  außerhalb  der  Fläche  läuft.  Es 
sei  P  (.r,  0,  z)  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel  7).  Um  die 
Richtungswinkel  aßy  der  Achse  des  zugehörigen  Kreiskegels 
zu  bestimmen,  bringe  man  die  quadratischen  Glieder  der  Form  2) 
nach  Vorschrift  von  17),  §  14  in  die  Gestalt: 

A  (X2  -I-  72  ^  ^2)  4_  fc  (;„  X  +  n  Y  -f  pZy. 
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Man  findet  nach  Ausführung  der  etwas  mühsamen  Rechnung; 

z  X 

m:n:p  =  j- -:0; 


und  daher  auch: 

COS  « :  cos  p :  cos  y  =  -r~ 

cos  ß  =  0,  ä.  h.  die  Achse  des  Kegels  liegt  in  der  a:.e-Ebene, 
wie  nicht  anders  zu  erwarten.  Bezeichnet  man  mit  cp  ihren 
Richtungswinkel,  bezogen  auf  die  +  a;-Achse  als  Anfangsrichtuug, 
80  folgt  nach  8  a),  §  1 : 

cos  7  x(b^  —  c2) 

^  ^  ~"  cos  a  ~  2  (a2  —  ^ä) ' 

Denselben  Richtungswinkel  erhält  man  aber  auch  für  die 
Tangente  an  die  Hyperbel  7)  in  P  (siehe  I,  §  15).     Daher: 

Die  Achse  des  Kreiskegels  fällt  mit  der  Tangente 
der  Hyperbel  7)  zusammen"^). 

Konfokale  Flächen.  Die  drei  Kegelschnitte  6),  7),  8) 
bezeichnet  man  auch  als  Fokalkurven  des  Ellipsoids.  Sie 
entsprechen  in  sehr  vielen  Beziehungen  den  Brennpunkten  der 
Ellipse.  Wie  diese  auf  HypeA-bel  und  Parabel,  so  können  jene 
auf  die  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung  übertragen  werden. 

Konfokale  Flächen.  Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  6), 
7),  8)  lehrt,  daß  zu  denselben  Fokalkurven  eine  ganze 
Schar  von  Flächen  zweiter  Ordnung  gehört.  Denn  6), 
7)  und  8)  bleiben  unverändert,  wenn  statt  u^,  6^,  c-a  gesetzt 
werden : 

«2  -f  k,       /y2  -f  A,       6-2  +  A,  9) 

WO  A  ganz  willkürlich  bleibt.  Sind  die  Größen  9)  alle  drei 
positiv,  d.  h.  ist  A  >  —  c»,  so  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid.  Liegt 
aber  A  zwischen  —  c^  und  —  b"^^  in  welchem  Falle  es  künftig  fx 

*)  Der  hier  nur  flüchtig  angedeutete  analytische  Beweis  dieses  Satzes 
kann  durch  den  folgenden  geometrischen  ersetzt  werden :  Die  beiden  Tan- 
genten von  P  an  dem  in  der  .c--Ebene  liegenden  Hauptschnitt  des  Ellipsoids 
sind  zwei  Kanten  des  Kreiskegels ,  und  zwar  gegenüberliegende.  Die 
Kegelachse  muß  daher  ihren  Winkel  halbieren.  Nun  ist  aber  die  Winkel- 
halbierende zweier  Tangeuten  einer  EUijise  (I,  {;  14)  zugleich  Winkel- 
halbierende der  beiden  Brennstrahlen.  Letztere  aber  sind  auch  Breun- 
strahlen  der  Hyperbel  7),  du  diese  mit  dem  Ilauptschnitt  konfokal  liegt, 
wie  vorhin  gezeigt.  Folglich  fallt  nach  I,  §  15  die  Kegtlacbse  mit  der 
Tangente  der  Hyperbel  zusammen. 
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genannt  werden  mag,  so  wird  ein  einschaliges  Hyperboloid 
zwischen  —  h^  und  —  a*  —  dann  v  genannt  —  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  bestimmt.  (Ist  A  <  —  a^,  so  ein  imaginäres  Ellipsoid.) 
Alle  diese  Flächen  nennt  man  konfokal.  Ihr  System 
wird  durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 

Ellipsoid : 
"^^     +.:^  +  „rT  .-1  =  0  (oo>A>_c^).        10) 


Einschaliges  Hyperboloid : 

r2  liä  «2 

a«  +  (it  ^  63  -I-  ^i  ^  ca  +  .a  ^  '  ^  ■' 

Zweischaliges  Hyperboloid: 

/»2  4i2  £3 


a)   Die  Ellipsoide.    Greift  man  ein  beliebiges  heraus  und 
bezeichnet  seine  Halbachsen  mit  «i,  6i,  c^,  so  wird: 


«,  rrz  yo2  4-  A,     6i  =  V^^  +  ^-^     Ci  =  Vc-a  +  A,        13  a) 
und  seine  Gleichung  ist. 

^  +  |!.  +  ii_l  =  0.  14) 

«1^     ^1^     ^l' 

Für  lim  A=  oo   nähert  sich  das  Ellipsoid  unbegrenzt  der 
Kugelform,  da: 

lim((/, — 6,)  =  lim— = — — yi- =  :p — -. --— -  = =  0     usw. 

^  ^  «1  +  Ol        lim  {üi  -f  6i)  oo 

Je  kleiner  A,  desto  größer  wird  der  Unterschied  der  Achsen. 
Wird  A  =  0,  so  entsteht  wieder  das  anfänglich  gegebene 
Ellipsoid,  das  aber  nunmehr  keine  besondere  Rolle  spielt, 
vielmehr  als  ein  beliebiges  Individuum  unter  einer  unendlichen 
Schar  10)  erscheint.  Nähert  man  sich  aber  dem  anderen  Grenz- 
wert A  =  —  ta,  so  wird : 


a^  =  yaa  —  c^,     h^  =  j/^a  —  c\     c^  =  0. 

Während  also  an  der  einen  Grenze  der  Ellipsoide  eine 
(unendlich  große)  Kugel  steht,  befindet  sich  an  der  anderen 
Grenze  eine  vollständig  zur  (doppelt  zu  zählenden)  Innenfläche 
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einer  Ellipse  abgeplattete  Fläche.  Diese  Ellipse  ist  aber  nach 
8)  keine  andere  als  die  Fokalellipse,  welche  nun  in  einem 
neuen  Licht  als  Grenzkurve  der  konfokalen  Ellijjsoide  erscheint. 
Es  verdient  noch  hervorgehoben  zu  w^erden,  daß  die  Schar  10) 
den  ganzen  Raum  ausfüllt,  so  daß  augenscheinlich  durch 
jeden  Punkt  P  des  Raumes  nur  eines  der  Ellipsoide  hindurchgeht. 

b)  Die  einschaligen  Hyperboloide.  Greift  man  ein 
beliebiges  heraus,  bezeichnet  seine  reellen  Halbachsen  mit  a^ 
und  h^t  s'jine  imaginäre  Halbachse  mit  Cg,  so  wird: 

a^  =  Vaä  +  ^,  &2  =  V^'  +  i^i  Ca  =  j/—  (c2  -f  ^).  13b) 
Da  ttg  und  &2  kleiner  als  .die  Halbachsen  der  Ellipse  8), 
so  liegt  die  Kehlellipse  innerhalb  der  Fokalellip^e.  Für  den 
ersten  Grenzwert  ^i  =  —  c^  artet  das  Hyperboloid  in  die 
doppelt  zu  zählende  Außenfläche  der  Fokalellipse  aus,  so  daß 
in  der  Tat  ein  stetiger  Übergang  von  dem  letzten  EUipsoid  10) 
zu  dem  ersten  Hyperboloid  11)  durch  diese  Grenzkurve 
stattfindet.  Ändert  sich  ft  von  —  c^  bis  —  h^,  so  werden  die 
hyperbolischen  Hauptschnitte  allmählich  steiler,  während  sich 
gleichzeitig  die  Kehlellipse  verengert.  Der  andere  Grenzwert 
/A  =  —  &2  gibt: 

«2  =  Va2  —  b%     h^  =0,     c.2=  )  ft2  _  c2, 

also  auch  ein  vollständig  abgeplattetes  einschaliges  Hyperboloid, 
aber  abgeplattet  in  demjenigen  von  der  Fokalhyperbel  7)  be- 
grenzten Teil  der  :i^^-Ebene,  welcher  die  imaginäre  Achse  enthält. 
Auch  diese  Flächenschar  11)  erfüllt  den  ganzen  Raum, 
so  daß  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eines  der  ein- 
schaligen Hyperboloide  hindurchgeht. 

c)  Die  zweischaligen  Hyperboloide.  Greift  man  eines 
derselben  heraus,  bezeichnet  seine  reelle  Halbachse  mit  ög  und 
seine  imaginären  Halbachsen  mit  h^  und  Cg,  so  wird: 

a,  =  Va^  4-  V,     h,  =  V-C^s+i^),     ^3  =  V_(c-2+t.).     13c) 

Für  den  etsten  Grenzwert  v  =  —  i^  sind  die  beiden 
Schalen  vollständig  abgeplattet  und  fallen  mit  den  beiden 
Innenflächen  der  Fokalhyperbel  7)  zusammen.  Wenn  sich  ^ 
von  —  ^2  bis  —  «2  verändert,  so  blähen  sich  die  beiden  Schalen 
auf,  während  zugleich,  da  Og  kleiner  wird,  die  beiden  Scheitel 
näher  zusammenrücken.    Hat  /t  den  andern  Grenzwert  ^i  z=  -a- 
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erreicht,  so  fallen  die  Schalen  zusammen,  die  Fläche  plattet 
sich  in  die  dopi)elt  zu  zählende  yz-VAienc  ab,  in  welcher  die 
imaginäre  Fokalkurve  6)  liegt.  Auch  die  Flächen  dieser  Schar 
erfüllen  den  ganzen  Kaum. 

Diese  konfokalen  Flüchen  10),  11),  12),  deren  räumliche 
stetige  Folge  somit  auf  das  innigste  mit  den  Fokalkurven  als 
Grenzkurveu  zusammenhängt,  besitzen  eine  seltene  Fülle  aus- 
gezeichneter geometrischer  Eigenschaften,  die  man  bei  zahl- 
reichen Anwendungen  in  Problemen  der  Geometrie  (z.  B. 
Krümmungsliniou,  geodätische  Linien,  Oberfläche  des  EUipsoids) 
und  der  Mechanik  und  Physik  (freie  Achsen  eines  Körpers 
für  jeden  Punkt  des  Raumes,  Anziehung  eines  homogenen  EUip- 
soids auf  einen  Massenpunkt,  gewisse  stationäre  Bewegungen 
in  Flüssigkeiten  usw.)  benutzt  hat.  Die  einfachsten  und 
wichtigsten  sind  folgende. 

Satz  I.  Durch  jeden  Punkt  P  {xiji)  des  Raumes 
geht  je  eine  Fläche  der  Scharen  10),  11),  12). 

Einen  einfachen  analytischen  Beweis  dieses  Satzes,  dessen 
Richtigkeit  wohl  nach  den  vorangegangenen  Untersuchungen 
über  den  Verlauf  dieser  Flächen  im  Räume  einleuchtet,  gibt 
die  Gleichung  10)  selbst,  wenn  vorläufig  kein  Unterschied 
zwischen  A,  fi,  v  gemacht,  der  Punkt  P  eingesetzt  wird  und 
die  Nenner  entfernt  werden.  Dann  entsteht  eine  Gleichung 
dritten  Grades  für  A,  deren  linke  Seite  g?  (A)  negativ,  positiv, 
negativ  und  wieder  positiv  wird,  wenn  man  für  A  der  Reihe 
nach  +00,  — c^,  — b^,  — a^  setzt.  Eine  Wurzel  liegt  daher 
zwischen  -|-  00  und  —  c^  (sie  gibt  die  durch  P  gehende 
Fläche  10),  eine  zweite  zwischen  — c^  und  — b-  [gibt  11)] 
und  die  dritte  zwischen  — b^  und  — a^  [gibt  12)]. 

Satz  IL  Irgend  zwei  zur  selben  Schar  gehörende 
konfokale  Flächen  schneiden  sich  nicht;  wohl  aber 
wird  jede  Fläche  einer  Schar  von  jeder  Fläche  der 
anderen  Schar  in  einer  Kurve  geschnitten.  Irgend 
drei  zu  verschiedenen  Scharen  gehörende  Flächen 
schneiden  sich  in  acht  zu  den  Koordinatenebenen 
symmetrisch  liegenden  Punkten. 

Die  erste  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  Satz  I.  Die 
zweite   und   dritte  beweist  man  folgendermaßen:     Man  denke 

15 
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sich  in  10),  11),  12)  für  X,  ^  und  v  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen  beliebige  Werte  eingesetzt  und  löse  nach  v-,  //-  und 
^2  auf.  Eliminiert  man  aus  10)  und  11)  und  darauf  aus  10) 
und  12)  zunächst  2  (indem  mit  c^ -}- A,  c^ -|- |[i,  c^ -\- v  multi- 
pliziert, subtrahiert  und  dann  durch  A  —  ^  bzw.  A  —  v  dividiert 
wird),  so  wird  gefunden: 

X2  («2  _  c2)       ^       iß{b^-c^)       _  ^  ^  ^ ^ 


(«2  +  A)  (a2  +  ^)  ^  (62  +  X)  {¥  +  ^) 

a:2(rt2_c2)  iß{b^  —  c^)  _ 

(«2  -f  k)  (a2  +  v)  "^  (62-|-A)(62-|-v)  —  1  —  <-'• 

Nun  eliminiere  man  noch  //2  durch  Multiplikation  mit 
62  -(-  |u,  ^2  -f  v,  Subtraktion  und  Heben  von  jtt  —  v.    Man  erhält : 

^2  (a2  —  62)  («2  _  c2)  _ 

(^2_|_;t)(a2  +  i[i)(a2  4-i;)  ~     "    ' 

Hieraus  ist  x^  zu  entnehmen.  Die  Ausdrücke  für  //-  und  z'^ 
ergeben  sich  ebenso.     Also: 

_  (a2  +  A)(a2  +  ,u)(fl2^^;) 

~~  («2  _  62)  («2  —  C2) 

_  (62  +  A)(62  +  ^a)(62  +  x;) 

^      —  (62  _  c2)  (62  _  «2)  '  *^^ 

.2  ^  (c2+A)(c2-|-^)(6-2  +  r;) 
(C2  —  «2)  (c2  _  62) 

Wird  berücksichtigt,  daß  a>b>c,  und  daß  für  A. _«,  ?■  die 
in  10),  11)  und  12)  gesetzten  Grenzen  vorhanden  sind,  so  ersieht 
man  sofort,  daß  die  drei  Brüche  rechts  positiv  sind.  Denn  im 
ersten  Bruch  werden  alle  fünf  Faktoren  positiv,  im  zweiten  drei 
positiv,  zwei  negativ  und  im  dritten  einer  positiv,  vier  negativ. 
Nach  Ausziehen  der  Quadratwurzel  erhält  man  demnach  den  acht 
Vorzeichenkombinationen  entsprechend  die  acht  Schnittpunkte. 

Bei  Variieren  von  v  zwischen  —  h-  und  —  a^,  während  A  und 
fi  konstant  bleiben,  entsteht  aus  15)  eine  Parameterdarstellung 
der  Schnittkurve  von  10)  und  11),  also  einer  reellen  Kurve,  da, 
wie  gezeigt,  innerhalb  dieser  Grenzen  die  drei  Brüche  positiv 
bleiben.    Ein  gleiches  gilt  für  11)  und  12)  und  für  12)  und  10). 

Anmerkung:  Man  versuche,  aus  10),  11),  12)  nach- 
stehende Gleichung  zu  bilden: 

a:2 (f  (a2)  +  if  (p (62)  ^  £^(p(c^)  —  A  =  0,  16) 
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in  welcher  (p{u)  folgende  Funktion  von  u  bedeutet  {A,  B  und 
0  willkürlich):  ^      ^^2  _|_  Bu  ±ü  _ 

*^  ^^^'  ~  (m  +"A)  (m  -f  .u)  (u  +  v)  ' 

Wird  der  Zähler  z.  B.  =  (m -f  ,u)  (tt -|- v)  genommen,  so 
entsteht  10),  wird  er  =i  {ii  —  b^)  {u  —  d^)  genommen,  so  die 
erste  der  Gleichungen  15)  usw. 

Satz  III.  Jede  Fläche  einer  Schar  wird  von  jeder 
Fläche  einer  anderen  Schar  überall  senkrecht  ge- 
schnitten, d.  h.  die  Tangentialebenen  bzw.  die  Normalen 
in  irgend  einem  Schnittpunkt  stehen  aufeinander  senk- 
recht. Die  drei  Flächensysteme  sind  zueinander  „ortho- 
gonal".    (Vgl.  I,  §  25.) 

Man  nehme  etwa  ein  Ellipsoid  10)  und  ein  Hyperboloid  11) 
(Fig.  32  und  Fig.  33).     Es  sei  F{xys)  ein  Schnittpunkt  beider 


Fig.  32.  Fig.  33. 

Flächen.     Die  Gleichungen    der   beiden  Tangentialebenen   sind 
dann  nach  10),  §  18: 


Xx 


+ 


+ 


Yy 
Yy 


C2+    l 

Zz 


1  =  0, 


1  =  0. 


Sollen   sie   senkrecht   aufeinanderstehen,   so  muß  nach  2), 
§  8,  S.  81  die  Bedingung  erfüllt  sein: 
x"^  .  y"- 


-f 


+ 


::^  =  0, 


(a2  +  A)(a2  +  |^)  '  (62+A)(&2+^)  '  (^2  4_  A)  (c^  +  ^) 
und  diese  Bedingung  muß  sich  sogar  als  eine  unmittelbare 
Folge  von  10)  und  11)  nachweisen  lassen,  wenn  sich  die  Flächen 
längs  ihrer  Schnittkurven  überall  senkrecht  durchdringen,  wie 
der  Satz  III  behauptet.  In  der  Tat  findet  man  sie  ohne  große 
Umschweife    aus    10)    und    11)    durch  Subtraktion   nach  Fort- 

15* 


228  §  20.     Kon  fokale  Flächen. 

lassung  des  Faktors  A  —  fi.     [Oder   aus  16),   wenn  der  Zähler 
von  (p  (tc)  =  u  -\-  V  gesetzt  wird.] 

Insbesondere  schneiden  sich  also  auch  die  drei  Tangential- 
ebenen der  drei  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  des  Raumes 
gehenden  Flächen  senkrecht.  Oder  auch:  Die  Schnittlinie 
zweier  Tangentialebenen  ist  Normale  zur  dritten  Fläche. 

Satz  IV.  Man  wähle  irgend  eine  der  konfokaleu 
Flächen,  z.B.  ein  Ellipsoid  10).  Sie  wird  von  allen 
Flächen  der  Scharen  11)  und  12)  senkrecht  geschnitten, 
und  die  beiden  Systeme  von  Durchdringungskurven 
schneiden  sich  auch  ihrerseits  überall  auf  dem  Ellip- 
soid senkrecht.  Sie  sind  identisch  mit  den  Krümmungs- 
linien der  Fläche,  d.h.  die  Tangenten  in  irgend  einem 
Punkte  P  an  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Kurven 
sind  Haupttangenten  in  P.     (Siehe  Schluß  von  §  18.) 

Es  ist  nur  noch  der  letzte  Teil  des  Satzes,  daß  nämlich 
die  Tangenten  Haupttangenten  sein  sollen,  zu  erweisen.  Es 
werde  auf  dem  Ellipsoid  10)  irgend  ein  Punkt  P{xyz)  an- 
genommen. Durch  diesen  Punkt  geht  auch  eine  Fläche  11) 
und  eine  Fläche  12).  Die  Gleichung  der  Tangentialebene  von 
11)  ist:  Y^.  Y,,  /y 

a2  -I-  ^  ^  ^2  _|_  ^  ^  t2  -h  fX 

Für  die  Richtungskosinus  der  Normalen,  die  also  Tangente 
an  die  Durchdringungskurve  von  10)  und  12)  ist,  gilt  daher 
die  Proportion: 

cos  «  :  cos  p  :  cos  y  =  —— —  :  ,      —  :  — — 

a2  -|-  a     62  -|-  a     c^  -f  u 

Ganz  ebenso  folgt  für  die  Richtung  der  anderen  Tangente : 

X  y  s 

cos  «1  :  cos  Pi  :  cos  ^1  =     ^  ,        :  ,-t— —  :  -— 

Wenn  sie  zueinander  konjugiert  sein  sollen,  so  muß  nach 
3)  und  22),  §  18  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

cos  u  cos  «1      cos  ß  cos  ßi      cos  y  cos  yi 

a2  +  A"  +  ~1)^+1.~  ^      c^-\-l      ~    ' 

also  hier: 

x2  :V2 


(«2  4_  A)  («2  -\-  (l)  («2  +  r)  ^  (62  +  A)  (62  -f  ii)  (62  ^  v) 


z^ 


-I =  0. 

^(c2-|-A)(c2-|-,u)(c2-f  r) 
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lu  der  Tat  folgt  aber  diese  Gleichuug  aus  16),  wenn  in  (p  (m) 
der  Zähler  =:  1,  also  ^  =  0.  ß  =  0,  C  =  l  gesetzt  wird. 

Die  beiden  Tangenten  sind  also  konjugiert.  Andererseits 
stehen  sie  aufeinander  senkrecht.  Folglich  fallen  sie  mit  den 
Haupttangenten  dos  Ellipsoides  in  P  zusammen.     (§  18.) 

Satz  V.  Setzt  man  in  dem  angenommenen  Ellipsoid 
A  =  0,  also: 

„2    +    /,2    +    c2  '    —    "^^ 

SO  haben  ^i<  und  v  für  jeden  Punkt  P(xyz)  desselben 
eine  sehr  einfache  Bedeutung.  Sie  sind  beide  negativ 
und  ihre  absoluten  Werte  sind  identisch  mit  den 
Quadraten  der  großen  und  kleinen  Halbachse  der- 
jenigen Ellipse,  in  welcher  die  zu  P  konjugierte  Durch- 
messerebene das  Ellipsoid  schneidet. 

Diese  Ebene  ist  parallel  zur  Tangentialebene  in  P,  ihre 
Gleichung  daher: 

Xx       Yy      Z0  ^ 

«2     "f~     62    "T     ^.2 

Soll  sie  mit  der  in  11),  §  17  betrachteten  Ebene  überein- 
stimmen, so  setze  man: 

X  V  s 

Die  Gleichung  15),  §  17  für  die  dort  mit  A  bezeichnete 
Größe,  welche,  wie  damals  bewiesen,  mit  — «'-  oder  — b'^ 
übereinstimmt,  wird  also  hier,  wenn  jenes  A  zur  Unterscheidung 
von  dem  A  in  diesem  Paragraphen  (das  hier  =  0  sein  sollte), 
jetzt  A'  genannt  wird: 

^2  ^2  g2 

a2(«2_^A')  +  ö^(p^riy  ^  6-2  (c2  -f  A')   "^  ^" 

Setzt  mau  andererseits  an  Stelle  dieser  Größe  /.'  die  Größe 
,a  oder  v  aus  11)  und  12).  so  wird  die  letzte  Gleichung  identisch 
mit  einer  der  Gleichungen  im  Beweise  von  Satz  HI,  wenn  dort 
an  Stelle  von  A  die  Null  gesetzt  wird. 

Anmerkung.  Setzt  man  in  15)  A  =  0,  so  nennt  man  u 
und  V  die  elliptischen  Koordinaten  des  laufenden 
Punktes  P  auf  dem  Ellipsoid.  Die  Gleichungen  u  =  konst. 
und    V  =  konst.     geben     dann     die     beiden    Scharen    von 
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Krümmungslinien,  und  15)  verwandelt  sich  in  eine  sehr 
häutig  benutzte  Parameterdarstellung  des  Ellipsoids.  /n  und  v 
sind  hiernach  die  negativen  Quadrate  der  Halbachsen  der- 
jenigen Ellipse,  in  welcher  das  EUipsoid  durch  eine  zur 
Tangentialebene   parallele  Durchmesserebene  geschnitten  wird. 

Satz  VI.  Die  konfokalen  Flächen  werden  von 
jedem  Punkt  P  ihrer  Fokalkurven  durch  Kreiskegel 
projiziert,  deren  Achsen  mit  der  Tangente  in  P  an 
die  zugehörige  Fokalkurve  zusammenfallen. 

Dieser  Satz  bildete  den  Ausgangspunkt  der  Theorie  der 
konfokalen  Flächen  und  es  bleibt  nur  noch  nachzutragen,  daß 
1.  für  das  EUipsoid  nur  die  Fokalhyperbel  in  Betracht  kommt, 
soweit  sie  außerhalb  verläuft,  2.  für  die  einschaligen  Hyper- 
boloide die  Kreiskegel  für  alle  Punkte  sowohl  der  Fokalellipse 
als  auch  der  Fokalhyperbel  reell  sind,  3.  für  die  zweischaligen 
Hyperboloide  aber  die  Fokalhyperbel,  als  in  den  beiden  Schalen 
befindlich,  keine  Kegel  liefert,  sondern  nur  die  Ellipse,  soweit 
sie  außerhalb  läuft. 

Satz  VII.  Die  Berührungskegel,  welche  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  P  (xyz)  des  Raumes  an  sämt- 
liche konfokale  Flächen  zweiter  Ordnung  legen  kann, 
haben  alle  gleiche  Hauptachsenrichtungen,  welche  mit 
den  Richtungen  der  Schnittlinien  der  drei  Tangential- 
ebenen in  P  an  die  drei  durch  P  gehenden  Flächen 
übereinstimmen. 

Dieser  Satz  ist  eine  sehr  wesentliche  Ausdehnung  des 
Satzes  VI  auf  alle  Punkte  des  Raumes.  Um  ihn  zu  beweisen, 
setze  man  ein  EUipsoid  10)  als  gegeben  und  bestimme  nach 
15),  §  18  die  Gleichung  des  von  einem  beliebigen  Punkte 
P{xyz)  ausgehenden  Berührungskegels,  nachdem  statt  a-^  b-,  c- 
geschrieben:  ^^,  ^  ^      ^,  ^  ^^     ^,  ^  - 

Zur  Vermeidung  von  Verwechselungen  möge  dann  das  A 
aus  der  allgemeinen  Diskussion  in  §  15  mit  A'  bezeichnet 
werden.     Es  wird  nach  1),  2)  und  3),  §  20: 

-rS                     ji2                      ^2 
J    _     ^ \ ^ I t 1  • 

^^  —  c,24_A^6^-hA^c2-hA         '        ^  ^ 

_    —■^'  —    ~'^  — •    ~~ 
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und  die  Gleichungen  10),  55  15  nehmen  die  Gestalt  an: 

( ,-  —  n-  —  A'  )a  —  u  rb  —  nwc  =  0 

Vaä  -I-  A  J 

—  riia-\-(jj--^.—r'i  —  ^.'jb  —  vtv(  =  0  18) 

—  IV ua  —  ivvb-\-(  -^r-— 1  —  ""-  —  A' )  c  =  0 
'    \c2-f-A  J 

Anstatt  nun  sofort,  wie  in  >j  15  a :  b :  c  zu  eliminieren  und 
die  Endgleichung  13).  §  15  für  A'  zu  bilden,  ist  hier  der 
folgende  Weg  einfacher  und  daher  vorteilhafter: 

Man  schreibe  die  Gleichungen  18)  so: 

(^i^  -  ^') ''  =  ^'  (« ''  +  '■  ^^  +  ''  0  l'^a) 

usw.     Es  folgt  hieraus: 

a^^l       •    62  -f  A  c2  -f  A       ■ 

und  nun  bilde  man  nach  Einsetzen  in  eine  der  Gleichungen  18a) 
und  Fortlassen  des  Faktors  u  oder  v  oder  ?r,  sowie  Ein- 
setzen von  »,  i\  w  nach  17)  die  Endgleichung  für  A',  also  die 
Gleichung  13)  des  §  15: 


(a2  ^  A)  [^  —  A' («2 -f  A)]  '   (62+ A)[^  — A'(62+ A)] 

+  (c2  +  A)[^-A'(62+A)]~^  =Ö.  20) 

Der  Form  nach  hat  diese  Gleichung  eine  gewisse  Ähnlich- 
keit mit  10)  oder  11)  oder  12).  Sie  kann  aber  bis  zur- Identität 
gesteigert  werden.  Man  ersetze  zunächst  A'  durch  eine  neue 
Unbekannte  k  vermittelst  der  Beziehung: 

^■  =  -4-  21) 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  der  Gleichung  20)  wird 
dann: 

x^k  1  /     x^  x^ 


A  (a2  -^  A)  (((2  +  A  -^  A-)  ""  A  W  +  A      a2  +  A  +  Z: 
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Ebenso    sind    das   zweite    und    dritte   Glied    umzuformen. 
Multipliziert  man  noch  mit  — ^,  so  folgt: 

.-rS  y2  2^ 


,    /  ,  . x^_  _      Iß ^ 

■^  V  a2  -1-  A      62  -f  A      c2  4-  A 


oder  endlich  nach  17): 


«2  -f  A  +  /c  r  62  -^  A  -f  A;  ^   c2  -^  A  +  A-  "~ 

oder  auch,  wenn  noch  gesetzt  wird: 

A  -1-  A;  =  d,     /.•  =  d  —  A  22) 

^2  «2  «2 

— \ y ^-  "    _  1  =  u  23» 

a2_|_ö^62-hd^c2  +  ö  "^^ 

also  vollständig  übereinstimmend  mit  10)  oder  11)  oder  12), 
wenn  statt  A,  jtt  oder  v  gesetzt  wird:  b\  d.h.  die  drei  Werte 
dl,  ^2  und  dg  sind  identisch  mit  denjenigen  Werten  von  A, 
fi  und  V,  welche  den  drei  durch  die  Spitze  P{xyz)  des  Kegels 
gehenden  Flächen  zweiten  Grades  entsprechen. 

Nun  endlich  nehmen  nach  Einführung  von  b  die  Verbält- 
nisse 19)  die  Form  an: 

_    X  y  s  .^ 

'^    '■'^  ~  ä2~+ö'"PTö'cM^ö"  '■^^ 

Hier  sind  für  8  der  Reihe  nach  die  Werte  öj,  b^  uud  b^ 
einzusetzen.  Nach  den  Formeln  in  Satz  IV  stimmen  also  die 
Richtungen  der  Hauptachsen  des  Kegels  in  der  Tat  mit  den 
Normalen  an  die  drei  Tangentialebenen  überein.     Q.  e.  d. 

Satz  VIII.  Die  Kegel,  durch  welche  die  konfokalen 
Flächen  zweiter  Ordnung  von  einem  und  demselben 
Punkte  F{xyz)  im  Räume  projiziert  werden,  haben  nicht 
allein,  wie  eben  gezeigt,  gleiche  Hauptachsen  rieh  tu  ngen, 
sondern  sie  sind  ebenfalls  konfokal.  Je  zwei  solche 
Kegel  schneiden  sich  also,  sofern  sie  verschiedenen 
Scharen  angehören  (siehe  den  nächsten  Paragraphen), 
senkrecht. 

Sind  A\,  A'2,  A'g  die  Wurzeln  der  Gleichung  20)  für  /.',  so 
wird  die  Gleichung  des  Berührungskegels  an  das  EUipsoid  10) 
nach  der  Transformation  auf  die  Hauptachsenrichtungeu  (s.  ;;  15): 
A',  X2+  A'2  )'2  4-  A'gZa  =  0, 


oder  nach  21): 
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1.      \     1.      I     /.     —  ^' 

''  I  ''2  ''3 


oder  endlich  nach  22): 

X2  r2  ;;2     _ 

Nun  hängen  r^i,  Ög,  dg  nach  2o)  nur  von  der  Lage  der 
Spitze  F(xyz),  aber  nicht  von  dem  Eüipsoid  10)  ab,  an  welches 
der  Berührungskegel  gezogen  worden  ist.  Also  auch  nicht  von  A, 
an  dessen  Stelle  selbstverständlich  jit  oder  v  zu  treten  haljen, 
v/enn  der  Kegel  ein  Hyperboloid  11  j  oder  12)  berührt.  Nach 
17)  und  18),  §  21  sind  daher  alle  diese  Kegel  konfokal. 

Bemerkungen:  1.  Man  stelle  sich  zwei  konfokale  Flächen, 
z.  B.  ein  Ellipsoid  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  etwa  in 
Gips  als  Modelle  vor.  Sie  schneiden  sich,  und  zwar  nach 
Satz  III  überall  senkrecht.  Aber  auch  die  beiden  Berührungs- 
kegel schneiden  sich  nach  Satz  VIII  immer  senkrecht,  von 
welchem  Standpunkte  aus  die  Modelle  auch  betrachtet  werden, 
d.h.  die  beiden  Flächen  schneiden  sich  nicht  nur  in  Wirk- 
lichkeit überall  senkrecht,  sondern  auch  stets  dem  Scheine 
nach,  wenn  sie  nämlich  auf  eine  zum  Auge  konzentrische 
Kugel  (in  der  Astronomie  die  sogenannte  Himmelskugel)  pro- 
jiziert werden.  2.  Aus  VIII  ist,  wenn  man  P  unendlich  fern 
annimmt,  noch  die  Folgerung  zu  ziehen,  daß  die  orthogonalen 
Projektionen  konfokaler  Flächen  immer  konfokale  Kegelschnitte 
sind,  welche  Stellung  auch  die  Projektionsebene  im  Räume 
haben  möge. 


Alle  diese  Sätze  über  konfokale  Flächen,  denen  sich  noch 
viele  andere  anschließen,  rechtfertigen,  ganz  abgesehen  von  den 
vielen  Anwendungen,  das  hohe  Interesse,  welches  hervorragende 
Geometer  dieser  Flächenschar  entgegengebracht  haben.  Es  mag 
nur  noch  die  Bemerkung  angeknüpft  werden,  daß  das  Ein- 
dringen in  ihre  Eigenschaften  und  die  Einsicht  in  deren  inneren 
Zusammenhang  in  hohem  Grade  durch  Einführung  von  Ebenen- 
koordinaten gefördert  wird,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  man 
sich  mit  ihrer  Behandlung  gründlicher  vertraut  gemacht  hat. 
Man    beachte    z.  B.,    daß    die   konfokalen   Flächen   in  Ebenen- 
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koordinaten  als  lineare  Scharen  erscheinen,  weil  ihre  Glei- 
chungen nach  11),  §  18  die  Form  annehmen: 

(a2tt2  ^  ft2^-2   _^  cHv^  —  1)  +  A  (m2  -1-  f2  -^  2^.2)   ^   Q,  26) 

aus  der,  um  nur  eine  neue  Eigenschaft  hervorzuheben,  sofort 
ersichtlich  ist,  daß  irgend  eine  gegebene  Ebene  im  Raum  von 
nur  einer  einzigen  dieser  Flächen  berührt  wird. 

Übungsaufgaben. 

1.  Gegeben  zwei  konfokale  EUipsoide  E  und  7v\  mit  den  Halbachsen 
abc  und  aib^c-i,  so  daß  ßj^  —  ^2  --  5^2  —  /^2  — ^  ^2 —  c-  =  /..  Man  bilde 
F,  und  E-y  derart  aufeinander  ab,  daß,  wenn  'P{xyi)  und  P\{<'\y\^\)  zwei 
entsprechende  Punkte  sind,  die  Gleichungen  bestehen: 

^—-IJL      iL  — 1l±  — Ü. 

Dann  gelten  die  beiden  Sätze :  «)  Es  ist  (3/Pi)2— (  MP)2  =  /..  ß)  Sind 
P  und  Pj,  sowie  P'  und  P'^  irgend  zwei  entsprechende  Punktpaare, 
so  ist  PF\=  Pj^P'.     (Korrespondenzprinzip  bei  konfokalen  Flächen.) 

2.  Die  Pole  irgend  einer  Ebene  in  bezug  auf  ein  System  konfokaler 
Flächen  bilden  eine  auf  ihr  senkrechte  Gerade. 

3.  Jede  Gerade  l  im  Räume  ist  Tangente  an  zwei  Flächen.  Die 
Berührungsebenen  stehen  aufeinander  senkrecht.  Sie  halbieren  die  Winkel. 
welche  die  beiden  durch  l  gehenden  Berührungsebenen  an  irgend  eine 
andere  der  Flächen  bilden. 


§21. 

Die  Fokalkiirven  an  sich.    Konfokale  Paraboloide. 
Konfokale  Keg:el.     Sphärische  Kegelschnitte. 

Die  Fokalkurven  an  sich.  Will  man  die  Fokalkurven 
6),  7)  und  8)  des  vorigen  Paragraphen,  oder  da  (i)  imaginär 
ist,  die  Fokalhyperbel  7)  und  die  Fokalellipse  8)  an  sich  be- 
trachten, also  losgelöst  von  der  zugehörigen  Schar  der  kon- 
fokalen Flächen,  so  ist  eine  kleine  Veränderung  der  Bezeich- 
nungen geboten.  Aus  7a)  und  8a)  geht  zunächst  hervor,  daß 
die  reelle  Achse  der  Hyperbel  mit  der  Exzentrizität  der  Ellipse 
und  die  große  Achse  der  Ellipse  mit  der  Exzentrizität  der 
Hyperbel  übereinstimmt.  Die  gegenseitige  Lage  beider  Kurven 
kann  daher  folgendermaßen  charakterisiert  werden: 
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Die  Kbene  der  Ellipse  und  die  Ebene  der  Hyperbel 
stehen  senkrocht  aufeinander.  Die  Brennpunkte  der 
Ellipse  sind  Scheitel  der  Hyperbel.  Die  Brennpunkte 
der  Hyperbel  sind  Scheitel  (der  großen  Achse)  der 
Ellii)se. 

Bezeichnet  man  also  jetzt  die  halbe  große  Achse  der  Ellipse 
mit  a,  und  ihre  halbe  Exzentrizität  mit  e,  so  ist  umgekehrt 
a  die  hall)e  Exzentrizität  der  Hyperbel  und  e  ihre  halbe  reelle 
Achse.  Die  Gleichungen  dieser  Kurven  werden  nach  7  a)  und 
8a)  des  vorigen  Paragraphen: 

Hyperbel:    y  =  0,     __£L_  +  ^_1  =  0,  1) 


z^           a;2 

-1  =  0, 

a2  —  e2   1    g2 

a;2           Iß 

-1  =  0. 

Ellipse:        ^  =  0,         _-f--^_l  =  0.  2) 

(Es  ist  also  auch  noch  die  kleine  Achse  der  Ellipse  gleich  der 
imaginären  Achse  der  Hyperbel.)  Da  es  sich  um  die  Grenz- 
kurven der  konfokalen  Flächenscharen  handelt,  lassen  sich 
manche  der  Sätze  I  —  VHI  des  vorigen  Paragraphen  sofort  über- 
tragen.    Satz  VI  z.  B.  ergibt: 

Die  Ellipse  wird  von  jedem  Punkte  der  Hyperbel  und 
umgekehrt  die  Hyperbel  von  jedem  Punkte  der  Ellipse  durch 
einen  Kreiskegel  projiziert,  dessen  Achse  die  Hyperbel  bzw. 
die  Ellipse  berührt. 

Also  ist  der  geometrische  Ort  aller  Spitzen  von 
Kreiskegeln  über  einer  gegebenen  Ellipse  die  zu- 
gehörige Fokalhyperbel  und  umgekehrt. 

Satz  VHI  lautet  hier: 

Die  Ellipse  und  die  Hyperbel  werden  von  irgend  einem 
Punkte  im  Räume  durch  konfokale  Kegel  projiziert.  Sie 
scheinen  sich  also,  von  wo  aus  man  sie  auch  ansehen 
mag,  stets  senkrecht  zu  schneiden. 

Es  sind  aber  noch  viel  merkwürdigere  Beziehungen  zwischen 
beiden  Kurven  gefunden  worden,  die  man  als  überaus  inter- 
essante Erweiterungen  der  Brennpunktseigenschaften 
der  Kegelschnitte  betrachten  kann.  Sie  beruhen  auf  der  Mög- 
lichkeit, die  Formel: 
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für  die  Eutfernung  zwischen  irgend  einem  Punkte  P{x,  y,  0) 
der  Ellipse  und  irgend  einem  Punkte  P^  (.Tj,  0,  z^)  der  Hyperbel 
nach  1)  und  2)  überraschend  zu  vereinfachen.  Denn  setzt 
man  für  P  und  P^  die  Gleichungen  1)  und  2)  an: 

^ -^ I  =  0, 

e2        a2  — e2 

so  ergibt  sich: 
Daher : 

Die  Wurzel  geht  nun  auf  und  man  erhält  äußerst  einfach: 

\e  a    / 

Um  zu  entscheiden,  welches  Vorzeichen  zu  nehmen  ist, 
wenn  r  absolut  genommen  werden  soll,  beachte  man,  daß  der 

Minimalwert    von    'j\    ^  e,    von        a\     also  =  «,    aber   der 

Maximalwert   von     .'     =  a,   von    -.r     also  =  e  ist.     Der  ab- 

a 

solute  Wert  des  ersten  Gliedes  - x^  ist  also  unter  allen  I'm- 

e 

ständen  der  größere.     Also: 

Die  Entfernung  r  zwischen  einem  Punkte  P (./;,//,  0) 
der  Ellipse  und  einem  Punkte  Pj (./'i,  0,  ^"1)  der  Hyperbel 
wird  durch  die  einfache  Formel  4)  bestimmt.  Das  posi- 
tive Zeichen  ist  zu  nehmen,  wenn  .i.\  positiv,  das  negative, 
wenn  x^  negativ  ist. 

Läßt  man  z.  B.  P^  mit  dem  einen  oder  dem  anderen 
Scheitel  der  Hyperbel,  also  mit  einem  Brennpunkte  der  Ellipse 
zusammenfallen,  so  ist  x^  ^  ^  e^  und  4)  gibt  daher  für  die 
beiden  Brennstrahlen  r^  und  rg  die  bekannten  Formeln  (I,  ;j  14): 

e  e 

r,  =  rt  —   X,     )\  =  rt  -1-     X. 
a  a 

Nun  aber  wähle  man  auf  der  Hyperbel  irgend  zwei  Punkte 
Q{xi,  0,  ^1)  und  P(./^,  0,  ^■._j),  zunächst  auf  verschiedenen  Ästen, 
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Xi  positiv,  .7-2  negativ,  und  verbinde  sie  mit  einem  beliebigen 
Punkte  l'(.(\i/,())  der  Ellipse.  Die  Längen  Ti  und  r^  dieser 
Linien  werden  dann  nach  4): 


a        ,    e 


also: 


^•i  +  »"2  =   ^  C^'i  —  •^"2), 


5) 


Fig.  34. 


d.  li.  rj  -f-  /"a  ist  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  P 
auf  der  Ellipse.  Liegen  aber  Q  und  R  auf  demselben 
Hyperbelast,  so  muß  die  Summe  r^  -\-  r^  durch  die  Differenz 
-\-()\ — ^2)  ersetzt  werden,  ebenso  wie  in  dem  umgekehrten 
Fall,  daß  man  zwei  feste 
Punkte  der  Ellipse  mit 
einem  beliebigen  Punkte 
der  Hyperbel  verbindet. 
Also  (Fig.  34): 

Die  Summe  oder 
Differenz  der  Verbin- 
dungslinien eines  be- 
liebigen Punktes  P  der 
Ellipse  mit  zwei  festen  Punkten  Q  und  li  der  Hy- 
perbel ist  von  der  Lage  des  Punktes  P  ganz  unab- 
hängig. Die  Summe  ist  zu  nehmen,  wenn  Q  und  R  auf  ver- 
schiedenen Hyperbelästen  liegen,  sonst  die  Differenz.  Ebenso  ist 
dieDifferenz  der  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes 
der  Hyperbel  von  zwei  festen  Punkten  der  Ellipse  ganz 
unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  auf  der  Hyperbel. 

Man  ist  daher  wohl  berechtigt,  in  diesem  Sinne  der  Ellipse 
nicht  nur  zwei,  sondern  unendlich  viele  Brennpunkte 
zuzusprechen,  welche  zusammen  die  Fokal  hy  per  bei  bilden, 
während  umgekehrt  die  Fokalhyperbel  ihrerseits  auch  unzählig 
viele  Brennpunkte  besitzt,  die  alle  auf  der  gegebenen  Ellipse 
als  der  zugehörigen  Fokalellipse  liegen. 

Konfokale  Paraboloide.  Selbstverständlich  können  die 
Fokaleigenschaften  von  dem  EUipsoid  und  den  Hyperboloiden 
auf  die  anderen  Flächen  zweiten  Grades  übertragen  werden. 
Um  indessen  Wiederholungen  zu  vermeiden,  ist  es  ratsam,  un- 
mittelbar von   den  Formeln  10)  bzw.  11)  oder  12)  auszugehen 


238  §  21.     Konfokale  Paraboloide  und  Kegel. 

und  einen  Grenzübergang  zu  machen.  Will  man  zu  den  Para- 
boloiden  gelangen,  so  bezieht  man  das  Ellipsoid  zunächst  auf 
einen  Scheitel,  setzt  also  z  —  c  an  Stelle  von  z.  Die  Gleichung  10) 
wird  dann: 

x"^       ,       ?/2       ,   ^2  _  2  ^  c  -I-  6-2 

'   — — ■ 1  =0. 

».Olli  ,9      11  *■  ^' 


oder,  wenn  das  lineare  Glied  entwickelt  wird: 

^    ;^2jc2 -t-  A)        y2(c2-^A)       f2  _^ 
2c(m2+ A)"^2c(?'2- A)"^  2c       2c' 

Nun  setze  mau  hier  cA  an  Stelle  von  A.     Es  folgt: 

"^      '62  .     \  +2c      2 


K7+^)   K7+^) 


Für  das  Paraboloid  sind  a,  b,  c  unendlich,  aber  so,   daß 

die  Quotienten: 

a2  62 

jj  =  — ,     q  =  ~ 

c  c 

endlich   bleiben.     Die  vorige   Gleichung   nimmt   dann   die   Ge- 
stalt an: 

_         .r2  ?/2  A 

^-  277+^+2((Z  +  A)~2"  ^' 

Sie  gibt,  wenn  A  verändert  wird,  alle  zu  einem  gegebenen 
Paraboloid : 

konfokalen  Paraboloide. 

Es  sei  7)  ein  elliptisches  Paraboloid,  p  und  q  beide  positiv 
und  2)  >  ^j.  Die  konfokalen  Flächen  6)  bleiben  elliptische 
Paraboloide,  solange  jj  +  ^  und  g -)- A  positiv  sind.  Der  eine 
Grenzwert  A  =  +  oc  gibt  die  unendlich  ferne  Ebene,  der 
andere  A  =  — q  gibt  die  Innenfläche  der  einen  Fokalparabel: 

Variiert  aber  A  zwischen  — q  und  — p,  so  haben  p -i- ^. 
und  'jT  -h  A  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  die  Fläche  wird  ein 
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hyperbolisches  Paraboloid.  Dem  ersten  Grenzwert  A  =  —  q 
entspricht  die  Außenfläche  der  Parabel  8),  dem  zweiten  A  =  — p 
dagegen  die  Auljenfläche  der  zweiten  Fokalparabel: 

Wird  endlich  A  <]  — p,  so  wird  p  -ir  l  und  g  +  A  negativ. 
Die  Flächen  werden  wieder  elliptische  Paraboloide,  die  sich 
aber  jetzt  um  die  —  z-  Achse  krümmen.  Der  erste  Grenzfall 
A  =  — 2)  gibt  im  Anschluß  an  das  letzte  hyperbolische  Para- 
boloid das  erste,  zur  Innenfläche  der  Parabel  9)  abgeplattete 
elliptische  Paraboloid,  der  letzte  A  =  —  oo  dagegen  gibt  wieder 
die  unendlich  ferne  Ebene. 

Die  beiden  Fokalparabeln  8)  und  9)  haben  die  Eigenschaft, 
daß  ihre  Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen,  und  daß  der 
Brennpunkt  der  einen  mit  dem  Scheitel  der  anderen  zusammen- 
fällt, wie  nach  der  Lage  der  Fokalellipse  und  Fokalhyperbel 
im  allgemeinen  Falle  nicht  anders  zu  erwarten  war. 

Nimmt  man  auf  der  Parabel  8)  irgend  einen  Punkt  P(x,0,s!) 
und  auf  9)  Pi  (0, //i,^^,)  an,  so  wird  für  ihren  Abstand  r  die 
Formel  gefunden: 

r  =  s  —  2i-\-p  —  q,  10) 

welche  analog  zur  Formel  4)  ist.  Aus  ihr  ist  zu  entnehmen, 
daß  auch  hier  die  Differenz  der  Entfernungen  zweier  festen 
Punkte  der  einen  Parabel  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
anderen  von  der  Lage  des  letzteren  ganz  unabhängig  ist. 


Konfokale  Umdrehungsflächen.  Wie  sich  gezeigt 
hat,  zerfallen  auch  bei  Paraboloideu  die  konfokalen  Flächen  in 
drei  durch  die  Fokalkurven  voneinander  geschiedene  Systeme. 
In  anderen  Fällen  aber  erfordert  der  Grenzübergang  besondere 
Umsicht,  wenn  nicht  eins  der  drei  Systeme  verloren  gehen 
soll.  Ein  solcher  Fall  liegt  z.  B.  vor,  wenn  das  anfänglich  ge- 
gebene Ellipsoid  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  ist, 
80  daß  etwa  a  =  h  und  c  <i  a.  Dann  bleibt  die  Schar  10), 
§  20  der  EUipsoide  bestehen,  nur  daß  sie  alle  abgeplattete 
Umdrehungsflächen  werden,  von  der  unendlich  großen  Kugel 
beginnend   bis   zur   Innenfläche   der  Fokalellipse  8),  §  20,   die 
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hier  zum  Fokalkreis  wird.  Auch  die  Flächenschar  11),  §  20 
der  einschaligen  Hyperboloide  bleibt  bestehen,  sie  wird  auch 
von  Umdrehungsflächen  gebildet,  deren  letzte  in  eine  gerade 
Linie,  die  ^- Achse  ausartet,  die  hier  die  zum  Fokalkreis  zu- 
gehörige Fokalhyperbel  vertritt.  Aber  die  Flächenschar  12), 
^  20  geht  scheinbar  verloren,  da  hier  die  Ungleichungen: 

—  ^2  ->  V  \.  _a2  111 

in  die  Gleichung  —  b-  =  v  =  —  a^  übergehen  und  dieser 
Wert  von  v  keine  eigentliche  Fläche  mehr,  sondern  nur  die 
.s'-Achse  zu  geben  scheint. 

Man  setze  daher  nicht  unmittelbar  ^  =  o ,  sondern 
^2  =  u-  —  e  und  lasse  nun  s  sich  der  0  unbegrenzt  nähern. 
Dann  kann  mau.  solange  nicht  der  Parameter  ?.  bzw.  u  oder  v 
sich  dem  Werte  — a-  unendlich  genähert  hat,  also  für  10) 
und  11),  §  20  an  Stelle  von  e  unbedenklich  die  Null  setzen, 
d.  h.  a  =  b  annehmen.  Anders  aber  wird  die  Sachlage  für 
12),  §  20,  denn  die  Ungleichung  11)  sagt,  daß  v  zwischen  — a^ 
und  —  (a2  —  s)  liegt.  Man  kann  daher  v  =  —  (a^  —  Ö)  setzen, 
wo  Ö  jeden  Wert  zwischen  0  und  e  annehmen  darf.  Die 
Gleichung  12),  §20  wird  dann: 

r2  7/2  52 

^ '^      1 1  =  0 

d       £  —  0       a2  —  c2  —  d 

Nun  multipliziere  man  mit  Ö  {e  —  ö)  und  behalte  nur  die 
Glieder  bei,  welche  vom  ersten  Grade  unendlich  klein  sind, 
so  folgt: 

x^{s  —  d)  —  ir^d  =  0, 
d.  h. 


k  = 


.,  — ^ —  kann,    wenn    d    zwischen    0    und   e   variiert, 

jeden  Wert  annehmen.  Folglich  besteht  für  diesen  Fall,  wie 
immer,  wenn  die  anfänglich  gegebene  Fläche  eine  Rotations- 
fläche ist,  die  eine  scheinbar  verloren  gegangene  Schar  aus 
allen  durch  die  Rotationsachse  gehenden  Ebenen.  Und  in  der 
Tat  schneiden  diese  die  beiden  anderen  Flächenscharen  offenbar 
senkrecht,  wie  es  nach  Satz  III,  §  20  sein  muß. 
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Konfokale  Kegel.  Um  nun  noch  auf  die  Schar  von 
Flächen  zu  kommen,  die  zu  einem  gegebenen  Kegel: 

(es  sei  A>  B  >  C,  A  uud  B  positiv,  C  negativ) 
konfokal  sind,  schreibe  man  zunächst  allgemeiner: 

5  +  S  +  ^  =  ^'    oder     |;  +  |i  +  ^-l  =  0.  14, 
Die  zu  14)  konfokalen  Flächen  sind  daher: 

X^  «2  ^2 

ÄTc +li  +  Zfc +1  ^  Ck^l  -1=0,  15) 

und  nun  ist  Je  =  0  oder  vielmehr  lim  A'  =  0  zu  setzen ,  wenn 
man  zu  den  mit  dem  Kegel  13)  konfokalen  Flächen  gelangen 
will.  Wenn  l  irgend  einen  (positiven),  aber  nicht  unendlich 
kleinen  Wert  hat,  so  ist  in  1.5)  k  unmittelbar  =  0  zu  setzen, 
und  wenn  dann  ^  =  jZ/l  eingeführt  wird,  so  entstehen  die 
konzentrischen  Kugeln: 

^2  -f  j/2  _|_  ^2  _  ,-2   =   0  16) 

als  die  eine  Sciiar  der  zu  einem  gegebenen  Kegel  13) 
konfokalen  Flächen.  Sie  entsprechen  der  Ellipsoidenschar 
10),  §  20. 

Wird  aber  A  selbst  unendlich  klein  wie  A',  so  ersetze  man 
in  15)  A  durch  kl,  multipliziere  mit  A-  und  setze  dann  A'  =:  0. 
Es  folgt: 

a;2  7/2  £2 


A^  X^  B  -^  l^  C  -\-  l 

also  Kegel.  Damit  dieselben  reell  sind,  dürfen  die  drei  Koeffi- 
zienten A-\-  k,  i?-[-A,  C  -\-  ?.  nicht  alle  drei  dasselbe  Zeichen 
haben,  es  muß  also  A  (da  A>  B>  C)  größer  sein  als  ( — A) 
und  kleiner  als  ( —  C).  Dieses  Intervall  zerfällt  aber  natur- 
gemäß in  zwei,  so  daß  folgende  zwei  Scharen  von  Kegeln  zu 
unterscheiden  sind: 

T^+  rV-  +  7t^  =  0;     -i?<«<-6'        17) 

7-2  ^/2  z~ 

+  ^^  +  7T^  =  0;     -^<r<-i'.       18) 


A\v   '   B  ^v   '    C  ^v 

16 
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In  17)  liegt  die  ^-Achse,  in  18)  die  oj-Achse  innerhalb  des 
Kegels.  Für  den  Grenzwert  (i  =  —  C,  geht  der  Kegel  17)  in 
die  xy-Ehene  über,  denn  seine  Gleichung  wird  dann  (nach 
Multiplikation  mit  C -\- ^):  &^  =  0.  Ist  aber  ^  innerhalb  der 
angegebenen  Grenzen  beliebig,  so  liegen  in  der  x^-  und  in 
der  y^ -Ebene  je  zwei  zur  ^- Achse  gleich  geneigte  Kanten. 
Bezeichnet  man  diese  Neigungen  mit  «  und  ß.  so  folgt,  nach- 
dem in  17)  erst  y  z=  0,  dann  x  =  0  gesetzt  worden: 

Es  ist  also  «  >>  ß.  Aber  für  jtt  =  —  C  ist  u  =  ß  =  90". 
Je  mehr  sich  indessen  fi  dem  anderen  Grenzwert  ft  =  —  B 
nähert,  desto  kleiner  werden  a  und  ß,  und  wenn  dieser  "Grenz- 
wert erreicht  ist,  so  wird  ß  =  0  und  a  hat  seinen  Minimal- 
wert s  erreicht,  der  nach  19)  durch  die  Formel: 

Ä  —  B 

zu  bestimmen  ist.  Der  Kegel  ist  in  die  beiden  doppelt  zu 
zählenden  Scheitelwinkelräume  zwischen  den  beiden  durch  die 
Spitze  gehenden  Richtungen  in  der  a;^- Eigene  abgeplattet, 
welche  mit  der  ^- Achse  die  Winkel  +£  bilden.  Diese  heißen 
die  Fokalstrahlen  der  Kegel  17)  und  18)  und  entsprechen 
der  Fokalhyperbel  im  allgemeinen  Falle.  (Die  Fokalellipse  ist 
natürlich  zu  einem  Punkte,  der  Spitze  des  Kegels  zusammen- 
geschrumpft.) 

An  den  letzten  aus  dem  genannten  Winkelraum  bestehenden 
abgeplatteten  Kegel  der  Schar  17)  schließt  sich  der  erste, 
aus  den  durch  die  :r-Achse  halbierten  Nebenwinkelräumen  ge- 
bildete Kegel  der  Schar  18)  an.  Wenn  v  von  dem  Grenzwert 
—  B  nach  dem  anderen  Grenzwert  — A  abrückt,  so  öffnet 
sich  der  Kegel  allmählich  um  die  a:- Achse  und  für  v  =  — A 
nimmt  er  die  ganze  ys-Ehene  ein. 

Sphärische  Kegelschnitte.  Nach  den  Sätzen  über 
konfokale  Flächen  schneiden  sich  auch  die  Kegel  17)  mit  den 
Kegeln  18)  senkrecht,  wie  auch  beide  die  konzentrischen 
Kugeln  16)  senkrecht  durchdringen.  Man  nennt  die  letzteren 
Durchdringungskurven    sphärische    Kegelschnitte.     Ein    sphä- 
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rischer  Kegelschnitt  ist  also  der  Schnitt  eines  ellip- 
tischen Kej^els  mit  einer  um  die  .Si)itze  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Kugel  (Fig. 35).  Kr  zerfällt  in  zwei  sich  gegen- 
überliegende Hälf- 
ten, die  aber  erst  zu- 
sammen den  ganzen 
Kegelschnitt  bilden. 
Die  vier  Schnitt- 
punkte der  Fokal- 
strahlen mit  der 
Kugel  heißen  seine 
Brennpunkte.  Oifen- 
bar  kann  jeder  der 
sechs  Schnittpunkte 
der  drei  Haupt- 
achsen als  Mittel- 
punkt der  Kurve 
angesehen  werden, 
also:    A,     ^1,     B, 

Setzt  man  r  =z  1,  so  werden  «,  ß  und  e  durch  die  Bögen 
AS.,  AT  und  AF  gemessen.  Die  Bögen  S S-^  =  2a  und 
TT^  =  2  ß  entsprechen  daher  ganz  den  Hauptachsen  der  ebenen 
Kegelschnitte.  Aber  auch  FFj^  =^  2  8,  die  sogenannte  Exzen- 
trizität, verdient,  wie  jetzt  bewiesen  werden  soll,  diesen  Namen 
mit  vollem  Recht. 

Zunächst  folgt  aus  20)  und  19): 
A  +  ^-{B  +  ii)         tg2a-tg2/3 


Fig.  35. 


tgäf 


also: 


mithin : 


(5  +  ^)-(C+.a) 
1 


l+tg2/3 


COS'^  s  = 


=  tg2acos2/3  — sin2/3, 


1 


ts2£ 


1  +  tg2 «  cos2  ß  —  sin2  ß 

1  C0S2« 

C0S2/3(1  +  tg2  cc)  "~  COSä"^  ' 


cos« 


cos  £  = ^ ;     cos  «  =  cos  ß  cos  e. 

cos  ß  ^ 


21) 


Also  hat  nach  der  ersten  Grundformel  der  sphärischen 
Trigonometrie  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks   die  Länge   «,   wenn   die  beiden   Katheten  ^=  ß   und 

16* 
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=  e  sind.  Dieses  sphärische  Dreieck  ist  das  Dreieck  AFT, 
welches  ganz  dem  aus  a,  b  und  e  gebildeten  ebenen  recht- 
winkligen Dreieck  entspricht  (I,  §  13). 

Die  vollkommene  Analogie  der  sphärischen  mit  den  ebenen 
Kegelschnitten  geht  aber  aus  der  Lösung  folgender  Aufgabe 
hervor : 

Aufgabe.  Gegeben  auf  der  Kugel  zwei  feste  Punkte 
F  und  F^.  Gesucht  wird  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte  F,  für  welche  die  Summe  der  Bögen  PI  =  r 
und  PFi  =  7\  konstant  ist. 

Lösung:  Man  setze  FF^  =  2£,  die  Summe  r -\- )\  =  2«, 
nehme  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  0  der  Kugel  mit 
der  Mitte  Ä  des  Bogens  FF^  zur  ^- Achse,  die  Ebene  durch 
F^  Fl,  0  zur  ^ä;- Ebene,  dann  sind  die  Richtungskosinus  der 
Richtungen   OF  und   OF^ 

sin  £,    0,    cos  e     und     —  sin  e,   0,    cos  t. 

Da  der  Radius  der  Kugel  =  1,  so  sind  .r,  y  und  s  un- 
mittelbar auch  die  Richtungskosinus  der  Richtung  OP. 

Nach  13),  §  1  folgt  daher: 

cos  7'  =  xsin  £  -\-  ;i  cos  £,     cos  rj  =  —  x  sin  £  +  ^  cos  £. 

Hieraus  kann  man  r  und  t\  entnehmen  und  in  die  Be- 
dingung: r -\- Vi  =  2«  einsetzen.  Vorteilhafter  ist  es  aber,  erst 
durch  Addition  oder  Subtraktion  umzuformen: 

cos  r  -\-  cos  Ti  =:  2^  cos  £,     cos  r  —  cos  Ti  =  2 ./  sin  f , 

oder: 

r  4-  r,       r,  —  r  •    >'  -h  *'i   •    ''i  —  '" 

cos  — |r — -  cos  -h) "  =  -^  cos  «,    sin  — ^ — -  sin      .^       =  x  sin  f , 

also,  da  r  -|-  r^  =  2  «  sein  soll : 

cos  s         .    r,  —  r  sin  f 

=  •«'  -■ , 

sin  a 

folglich : 

„sin2  £  cos^f 

1  =  .-r2  -^  ;r  -f  -"^  — TT-  • 
sin^a  cos2  a 

Diese  Gleichung  ist,   um  auf  den  projizierenden  Kegel  zu 

kommen,  homogen  zu  machen.  Man  setze  daher  1  =  x-  -f  t/-  +  2^. 

Es  wird: 

/,      sin2  £\   ,     „  ,       /,       cos2£\ 

\        sm^uj^^  \        cos2a/ 
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oder  nach  Division  mit  sin^«  —  sin^  £  i=  cos^^  —  cos^a  und 
Multiplik.'ition  mit  cos^a: 

.      J "^ j^2  -^^   Q 

tg2  «         COS^  £  —  COS^ «  ' 

oder  nach  Einführung  eines  neuen  Bogens  ß  nach  21): 

tg2  «  ^  tg2  /i 

Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  identisch  mit  einem 
sphcärischen  Kegelschnitt,  dessen  Halbachsen  u  und  ß  aus  der  ge- 
gebenen Kegelgleicliung  17)  nach  19)  bestimmt  werden  müssen*). 

Anmerkung.  Die  Bedingung  r -|- r^  =  2  «  gibt  nur  die 
eine  Hälfte  des  Kegelschnittes.  Für  die  andere  Hälfte  muß 
man  entweder  2 «  durch  2  ä  —  2  a  ersetzen ,  (wenn  nämlich 
F  und  jPj  bleiben  sollen),  oder  F  und  JF\  durch  die  gegenüber- 
liegenden Brennpunkte  F'  und  F\  ersetzen,  (wenn  2  a  bleiben 
soll).  Ersetzt  man  aber  nur  einen  Brennpunkt  F^  durch  F\, 
also  »'i  durch  r\  =  ;r  — 1\^  so  folgt: 

r  -h  rj  =  2  «,     1-1  +  r'i  =  71, 
also: 

r'i  —  r  ^  TT  —  2  a, 

d.h.  die  Differenz  der  Entfernungen  wird  konstant.  Es 
gibt  auf  der  Kugel  keinen  Unterschied  zwischen  Ellipse 
und  Hyperbel. 

Daß  eingehendes  Studium  dieser  viel  und  gründlich  durch- 
forschten sphärischen  Kegelschnitte  zu  einer  Theorie  dieser  aus- 
gezeichneten Kurven  führen  muß,  welche  zur  Theorie  der  ebenen 
Kugelschnitte  etwa  in  demselben  Verhältnis  steht,  wie  die 
sphärische  zur  ebenen  Trigonometrie,  versteht  sich  nach  dem 
Vorangegangenen  wohl  von  selbst.  Sie  soll  aber  hier  nicht 
weiter  verfolgt,  die  Theorie  der  konfokalen  Flächen  vielmehr 
mit  der  einleuchtenden  Bemerkung  geschlossen  werden,  daß  die 
letzte  Ausartung  dieser  Flächen,  nämlich  die  konfokalen  Zylinder, 
sofort  zur  Theorie  der  ebenen  konfokalen  Kegelschnitte  zurück- 


*)  Selbstverständlich  wäi'e  hier,  da  die  Definition  des  sphärischen 
Kegelschnittes  und  seiner  Brennpunkte  rein  analytisch  vorangegangen  war, 
der  umgekehrte  Weg  der  Ableitung  dieser  fundamentalen  Eigenschaft 
aus  16),  17),  19)  und  20)  der  natürlichere  gewesen.  Er  ist  aber  ungleich 
mühsamer.     Hinterher  ist  er  freilich  leichter  zu  finden. 
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führt,  da  hier  die  Spitze  in  der  Unendlichkeit  liegt,  die  Kugeln 
sich  also  auf  senkrecht  schneidende  Ebenen  reduzieren. 

Übungsaufgaben. 

1.  Man  zeige,  daß  die  Formel  4)  einen  besonderen  Fall  des  Korre- 
spondenzprinzipes  (siehe  Übungsaufgabe  1,  §  20)  darstellt. 

2.  Auf   Fokalellipse  1)   sei   Pj  (iCi,  t/i,  0),    auf  Fokalhyperbel  2)   sei 
-Pa  (^2>  0»  •^2)    angenommen.      Vi(miÖ,  0),    ^2(^2»  0,0)    seien   die   nach   der 

g 
vorigen  Aufgabe  korrespondierenden  Punkte  der  :/:-Achse,  also  Ci  =  .'-1  —  , 

^2  =  ajo  —  ,    so    daß    P^  A  =  Öi  ^2  ^^  i  (»2  —  ^i)-     ^^^Q  kann   also  die 

o;- Achse  so  durch  Kongruenz  auf  der  Geraden  P^Pg  abbilden,  daß  Q-^ 
mit  Pj,  (^2  °i^*'  ^'2  zusammenfallen.  Nun  werde  auf  der  x- Achse  irgend 
ein  Punkt  Q  (k,  0,  0)  als  fest  angenommen.  Er  möge  bei  der  Abbildung 
auf  den  Punkt  F(xyz)  fallen.  1.  Welche  Kurve  beschreibt  P,  wenn  Q^ 
(also  auch  P^)  fest  bleibt,  Qo  variiert,  oder  wenn  ^o  festbleibt,  (J^  variiert. 
2.  Wie  lautet  die  Gleichung  der  Fläche  (Dupinsche  Zykloide),  welche  P 
beschreibt,  wenn  (,'1  und  Q^  beide  variieren? 


§22. 
Erzeugung    der    Raumkurveu    dritter    Ordnung    und    der 
Flächen  zweiter  Ordnung  durch  lineare  Gebilde.    Lineare 
Flächenbüschel  und  Flächenscharen.     Oeonietrische  Ver- 
wandtschaften. 

Die  projektive  Seite  der  analytischen  Geometrie,  welche 
für  die  Ebene  im  ersten  Teil  dieses  Lehrbuches  mit  der  ihr 
gebührenden  Gründlichkeit  entwickelt  worden  ist,  kann  im 
Raum  eine  gleiche  Behandlung  erfahren.  Sie  ist  auch,  wo  sich 
hierzu  Gelegenheit  geboten  hat,  stets  berücksichtigt  worden, 
wenn  auch  erst  in  zweiter  Linie,  um  das  Buch  nicht  zu  sehr 
anschwellen  zu  lassen.  Auch  bergen  die  projektiven  Begriffe 
und  Gruudvorstellungen,  wenn  sie  erst  an  ebenen  Gebilden 
gewonnen  und  gefestigt  sind,  in  sich  die  leichte  Übertragungs- 
fähigkeit auf  den  Raum.  Außerdem  finden  die  projektiven 
Methoden  ihre  größte  Anwendung  doch  immer  in  der  zeichne- 
rischen ebenen  Darstellung.  In  diesem  Schlußkapitel  sollen 
daher  nur  tiüchtige  Streiflichter  auf  einige  der  wichtigsten  die 
Projektivität  angehenden  Fragen  geworfen  werden. 

Wo  liegt  im  Raum  die  Analogie  für  die  Erzeugung 
der    Kegelschnitte    durch    projektive    Strahlenbüschel 
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und  Punktreihen  mit  den  sich  anschließenden  einfachen 
linearen  Konstruktionen?  Können  die  Flächen  zweiten 
Grades  auf  ähnliche  Art  erzeugt  werden? 

Für  die  geradlinigen  Flächen  (das  einschalige  Ilyperholoid 
und  das  hyperbolische  Paraboloid)  ist  diese  Frage  in  gewissem 
Sinne  bereits  gelöst,  da  sie  nach  ij  19  durch  projektive  Kbenen- 
büschel  entstehen,  wenn  man  entsprechende  Ebenen  zum  Schnitt 
brii^t,  oder  durch  projektive  Punktreihen,  wenn  man  ent- 
sprechende Punkte  verbindet.  Als  Grenzfälle  sind  dabei  zu 
betrachten  einerseits  die  Kegel  (wenn  die  Achsen  der  beiden 
Ebeuenbüschel  sich  schneiden)  und  andererseits  die  ebenen 
Kurven  (wenn  die  beiden  Punktreihen  in  einer  Ebene  liegen), 
in  welchem  Falle  sich  die  Fläche  auf  die  Gesamtheit  der 
Tangenten  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  reduziert. 

Dabei  werden  die  Flächen  zweiter  Ordnung  wie  ein- 
dimensionale Gebilde  behandelt,  als  kontinuierliche  Folgen  von 
geraden  Linien,  welche  eine  wie  die  andere  durch  einerlei 
Konstruktion  gefunden  werden.  Auch  paßt  diese  Erzeugungsart 
nicht  für  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  auf  welchen  keine  oder 
vielmehr  nur  imaginäre  gerade  Linien  vorhanden  sind.  Eine 
wirklich  allgemeine  projektive  Konstruktion  müßte  aber  für 
alle  Flächen  zweiter  Ordnung  Gültigkeit  haben  und  so 
beschaffen  sein,  daß  sie  Punkt  für  Punkt  ergibt. 

Wie  soll  man  eine  solche  finden?  Der  Versuch  liegt  nahe, 
statt  zweier  projektiver  Ebenenbüschel  zwei  kollineare  Bündel 
zu  nehmen,  indem  man  sich  etwa  vorstellt,  daß  sie  zu  Anfang 
auf  ein  und  dasselbe  ebene  System  perspektivisch  bezogen  wurden 
und  dann  durch  Drehung  und  Verschiebung  in  die  allgemeine 
kolliueare  Lage  gebracht  worden  sind.  Aber  man  sieht  sofort, 
daß  das  Ergebnis  nimmermehr  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
sein  kann,  da  entsprechende  Strahlen  im  allgemeinen  windschief 
zueinander  sein  werden;  wie  auch  umgekehrt  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  von  zwei  auf  ihr  liegenden  Punkten  nicht  durch  pro- 
jektive, sondern  anders  miteinander  verwandte  Strahlenbündel 
projiziert  wird,  da  z.  B.  ein  ebener  durch  P  gehender  Schnitt 
von  P  aus  durch  ein  ebenes  Strahlenbüschel,  von  P^  aus  aber 
durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  projiziert  wird. 

Die  Kurve  dritter  Ordnung.  Immerhin  liegt  der  Ge- 
danke, zwei  Bündel  kollinear  aufeinander  zu  beziehen  und  nach 
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ihrem  Ergebnis  zu  fragen,  nahe  genug,  daß  er,  einmal  angeregt, 
wohl  verdient,  etwas  ausgesponnen  zu  werden.  Es  seien  also 
S{abc)  und  /S'i(aj6iCi)  die  Zentren  der  beiden  Bündel,  /  und  Z^ 
zwei  entsprechende  Strahlen  mit  den  Ilichtungswinkeln  Kßy  und 
of'xßiYi  und  F{xyz)  ein  beliebiger  Punkt  auf  /,  Pj  ('''i/Zi^'i)  ein 
solcher  auf  l^.     Dann  ist  zunächst: 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  =  x  —  (i  :  y  —  b  :  z  —  c 
cos  «1 :  cos  ßi :  cos  y^  =  x^  —  (h'  Vi  —  ^i  •  ^i  —  ^i  •  » 
Die  beiden  Bündel  werden  auf  die  aUgemeinste  Art  kollinear 
aufeinander  bezogen,  wenn  die  Richtungskosinus  von  /j  zu 
linearen  Ausdrücken  der  Kichtungskosinus  von  l  proportional 
gesetzt  werden  (vgl.  I,  §  26).  Nach  1)  wird  also  der  analytische 
Ausdruck  dieser  Verwandtschaft  durch  folgende  drei  Gleichungen 
gegeben : 

Xi  —  Ol  =  A  [Ji  {x  —  a)-\-  B^  {y  —  b)  +  t\  {x  —  c)] 
y,-b,  =  l[A,{x-a)  +  B,{y-b)-^C\{x-r)]         2) 
z^-c,  =  A[^3(,r-a)  +  i?3(^-6)+  C,{z  -  c)\ 

Hier  bedeuten  AiBiCiÄ^B^CoA^Bo^Cs  neun  irgendwie  ge- 
gebene Koeffizienten  (deren  Determinante  nicht  =  0  sein  darf) 
und  l  einen  vorläufig  ganz  willkürlichen  Proportionalitätsfaktor. 
Die  Strahlen  l  und  /j  werden,  wie  bereits  erwähnt,  im  allgemeinen 
windschief  sein.  Doch  wird  es  auch  solche  geben,  welche  sich 
schneiden.  Für  diese  kann  man  annehmen,  daß  P  und  Pj 
zusammenfallen,  d.  h.  daß: 

X,  =  X,    y,  =  y,    ^1  =  z.  3) 

Dies  ist  in  2)  einzusetzen.  Da  durch  Elimination  von  /.  im 
allgemeinen  zwei  voneinander  unabhängige  Gleichungen  ent- 
stehen, so  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  derjenigen 
sich  entsprechenden  Strahlen  7  und  Z^,  welche  sich  überhaupt 
treffen,  eine  Kurve  und  keine  Fläche.  Behält  man  aber  k  bei 
und  berechnet  aus  2),  nachdem  x^  =  .r.  y^  =  ?/,  Zi  =  z  gesetzt 
worden,  x,  y  und  z,  so  entstehen  Ausdrücke  von  der  Form: 

^  ^  i>i  +  ^lA+Mi+ili^ 
P-2  +  Q2  A  +  ra^a  +  SoAs 
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WO  (lio  1()  Koeffizienten  konstante,  aus  den  A^IJ^(\  usw.  zu- 
sammeugesetzte  Werte  liaben. 

Diese  Parameterdarstellung  4)  beweist,  daß  die  Kurve  von 
der  dritten  Ordnung  ist.  Denn  die  Bestimmung  ihrer  Schnitt- 
punkte mit  irgend  einer  Ebene: 

UX  -|-  VIJ  -\-  WZ  -\-  l  =  0 

führt  nach  Einsetzen  von  4)  zu  einer  Gleichung  dritten  Grades. 
Sie  gellt  durch  S{abc)  und  durch  Si{aibiCi)  hindurch,  da  diese 
beiden  Punkte  durch  die  Werte  A  =  0  und  A  =  oo  bestimmt 
werden. 

Um  aber  festzustellen,  welche  Strahlen  des  Bündels  S  von 
den  entsprechenden  Strahlen  1^  des  Bündels  S^  geschnitten 
werden,  setze  man  zur  Bequemlichkeit  a  =  h  ^=  c  =^  0,  multi- 
pliziere dann  die  Gleichungen  2)  der  Reihe  nach  (nachdem 
Xi  =  X,  t/i  =  v/,  Si  =  s  gesetzt  worden)  mit  c^y  —  bi.z\  u^z  —  CjiC, 
h^x  —  a^ij  und  addiere.  Man  erhält  dann  auf  der  linken  Seite 
identisch  0  und  rechts  (nach  Fortlassung  des  Faktors  l)  eine 
homogene  Funktion  zweiter  Ordnung  von  xyz. 

Es  liegen  daher  alle  Strahlen  Z,  welche  von  den  ent- 
sprechenden Strahlen  l^  geschnitten  werden,  auf  einem  Kegel 
zweiter  Ordnung.  Ein  gleiches  gilt  selbstverständlich  auch  von 
den  Strahlen  1^.  Diese  beiden  Kegel  haben  zwar  verschiedene 
Spitzen  S  und  Äj,  aber  die  Verbindungslinie  SS^^  ist  eine  ge- 
jneinsame  Kante,  da  sie  sowohl  als  ein  Strahl  l  als  auch  als 
ein  Strahl  l^  angesehen  werden  kann  und  in  beiden  Fällen  der 
zugehörige  Strahl  eo  ipso  schneiden  muß,  da  eben  SSi  durch 
beide  Zentren  hindurchgeht. 

Die  beiden  Kegel  schneiden  sich  somit  in  einer  Geraden 
/S/Si  und  außerdem  in  der  Raumkurve  dritter  Ordnung  4). 
Letztere  wird  aber  nicht  bloß  von  S  und  S^  aus,  sondern  wie 
sich  aus  den  Gleichungen  4)  ohne  Schwierigkeit  ableiten  läßt, 
von  jedem  ihrer  Punkte  durch  Kegel  zweiter  Ordnung  projiziert, 
wobei  sich  herausstellt,  daß  S  und  S-^  gar  keine  besonderen 
Punkte  der  Kurve  sind,  sondern  durch  irgend  zwei  andere  auf 
ihr  liegende  Punkte  ersetzt  werden  können. 

Die  so  aufgefundenen  Raumkurven  dritter  Ordnung  zeigen 
bei  gründlicherem  Studium  eine  überraschende  Fülle  hervor- 
ragender projektiver  (dagegen  weniger  metrische)  Eigenschaften. 
Sie  entstehen,  nebenbei  bemerkt,  auch  durch  drei  projektive 
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Ebenenbüschel,  als  geometrischer  Ort  der  Durchschnitts- 
liunkte  entsprechender  Ebenen,  wie  ja  auch  aus  den  Glei- 
chungen 2)  zu  schließen  ist,  wenn  man  diese  bei  Variieren 
von  A  (nachdem  Xi  =  ic,  y^  =:  y,  Zy::=z  gesetzt  worden)  als 
Darstellungen  von  Ebenenbüscheln  betrachtet  (§  8). 

Wenn  man  von  den  geraden  Linien  und  den  Kegelschnitten 
als  ebenen  Kurven  absieht,  so  sind  die  Raumkurven  dritter 
Ordnung*)  sowohl  vom  analytischen  als  auch  vom  projektivisch 
geometrischen  Standpunkt  aus  die  einfachsten  wirklich  räum- 
lichen Kurven  überhaupt.  Auch  zeigen  sie  sich  bei  tieferer 
Untersuchung  so  innig  mit  den  Kegelschnitten  verwandt,  daß 
man  sie  schon  wiederholt  als  räumliche  Kegelschnitte  be- 
zeichnet hat. 

Projektive  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, Kollineare  Bündel  führen  also  zu  keiner  Konstruktion 
der  Flächen  zweiter  Ordnung,  und  man  wird  sich  wohl  nach 
einer  Verwandtschaft  umsehen  müssen  von  der  Beschaffenheit, 
daß  entsprechende  Elemente  bei  ihrer  Zuordnung  nicht  nur 
im  besonderen,  sondern  immer  Schnittpunkte  bestimmen. 

Zwei  reziprok  aufeinander  bezogene  Bündel  haben  diese 
Eigenschaft,  da  hier  jeder  Geraden  l{aßy)  des  einen  Bündels  S 
eine  Ebene  E^  des  anderen  Bündels  S^  entspricht.  Es  sei 
li{o(ißiyi)  irgend  eine  in  E^^  liegende  Gerade  des  Bündels  8i, 
so  sind  l  und  /^  zugeordnet,  aber  so,  daß  ein  1  unzählig  viele 
/i,  die  zusammen  ein  Strahlenbüschel  bilden,  bestimmt  und 
umgekehrt.      Diese    Zuordnung    wird    durch    eine    beiderseits 


*)  Eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  und  eine  ebene  Kurve  dritter 
Ordnung  sind  trotz  der  Übereinstimmung  der  Ordnung  ganz  verschieden, 
sowohl  in  analytischer  wie  in  geometrischer  Hinsicht,  so  daß  die  letztere 
Art  durchaus  nicht  als  ein  besonderer  P'all  der  ersteren  angesehen  werden 
kann.  Eine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  ist  der  Schnitt  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  einer  Fläche  erster  Ordnung.  Eine  Raumkurve 
dritter  Ordnung  ist  aber  der  Schnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  außerdem  noch  in  einer  geraden  Linie  schneiden.  Eine  Fläche 
witer  und  »tei"  Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Kurve  m  •  h<"  Ordnung. 
Eine  Fläche  ?«i»er  und  »i^er  Ordnung  in  einer  Kurve  »»i  •  »Jj*«  Ordnung. 
Wenn  nun  z.  B.  m  •  n  =  i»i  •  «^  ohne  daß  die  beiden  Faktoren  tu  und  i> 
mit  den  beiden  Faktoren  itii  und  «^  übereinstimmen,  so  ist  klar,  daß  der 
analytische  Charakter  beider  Kurven  durchaus  verschieden  sein  kann. 
Es  gibt  eben  verschiedene  Arten  oder  „species"  von  Raumkurven  der- 
selben Ordnung. 
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a  cos  }'i  I 
;/3co8;'i  [  =  0,     5) 


lineare    und    homogene    (bilineare)    Gleichung    zwischen    den 

Richtungskosinus  von  1  und  7i  ausgedrückt: 
Äi  cos  u  cos  «1  +  A2  cos  a  cos  /ii  -{-  A^  cos  ( 
-|-  iy,  cos  /3  cos  «1  -\-  B^  cos  /3  cos  ^1  ^  J^g  cos  /3  cos  y^  }^  =  0,     5) 
-f  C'i  cos  7  cos  «1  -[-  Ca  cos  y  cos  /3i  -|-  C'3  cos  y  cos  y^  j 

wie  z.  B.  eine  solche  bei  Gelegenheit  der  konjugierten  Durch- 
messer gefunden  worden  ist  [o),  $  18],  nur  daß  dort  S  und  S^ 
zusammenfielen,  hier  aber  nicht.  Bezeichnet  man  mit  ahc  und 
Oi&iCi  die  Koordinaten  von  S  und  S^  und  führt  ferner  einen 
beliebigen  Punkt  F{xy2)  auf  l  und  Piix^y^z^)  auf  1^  ein,  so  folgt: 

cos  tt  :  cos  ß  :  cos  y    =  .c  —  a  :ii  —  b  -.z  —  c  „ , 

\  "7  w) 

cos  «j :  cos  Pi :  cos  y^  ^=  Xi  —  a^ :  //i  —  t^i :  ^1  —  Ci, 

Zu  jedem  Strahl  /  gibt  es  einen  Strahl  1^,  welcher  ihn 
schneidet.  Für  zwei  solche  Strahlen  kann  man  die  beiden 
laufenden  Punkte  P  und  P^  mit  dem  Schnittpunkt  zusammen- 
fallen lassen  und  setzen: 

.r  =  ,ri,     y  =  i/i,     z  =  2x. 
A^{x-a){x-ai)+  A.^{x-a){y-h;)^  A^{x-a){z-cM 
^B,{y-h){x-a,)  +  B,{y-h){y-h,)-^B^{y-h){z-c,)\  =  0,  7) 
-H  C,{z  -  c){x-a,)^C,{z  -  c){y-h,)^  c,{z-c){z-c,)\ 

also  für  den  Schnittpunkt  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  d.  h. : 
Zwei  reziprok  aufeinander  bezogene  Bündel  S  und 
/Si  erzeugen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  wenn  man 
jeden  Strahl  l  von  S  mit  der  zugeordneten  Ebene  E^ 
von  6'i  oder  umgekehrt  zum  Schnitt  bringt. 

Daß  S  und  S^  auf  dieser  Fläche  liegen,  ist  selbstverständ- 
lich, da  man  SS^  sowohl  als  einen  Strahl  7,  als  auch  als  einen 
Strahl  li  ansehen  kann  und  der  Schnittpunkt  dann  mit  S^ 
bzw.  *S  zusammenfallen  muß.  Auch  analytisch  ist  dies  sofort 
ersichtlich,  da  sämtliche  neun  Glieder  auf  der  linken  Seite  von  7) 
verschwinden,  wenn  statt  xyz  gesetzt  wird  ahc  oder  aJ)yC^. 
Ob  aber  auch  umgekehrt  jede  Fläche  zweiter  Ordnung: 

«u^^  +  a-ny^  +  «33^^  +  2  a,^ys  +  2  a^^sx  ^ 

-f  2 ai.:,xy  +  2  a^^x  ^2a,^y-^2  a^^z  +  «4,  =  0 

durch   zwei  reziproke  Bündel  erzeugt  werden  kann?     Um  sich 

hierüber   Gewißheit    zu   verschaffen,    mache   mau    den   Ansatz, 

daß  die  Gleichungen  7)  und  8)  identisch  seien  und  vergleiche 
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nun  die  10  Koeffizienten  beider  Gleichungen.  Diejenigen  von  7) 
sind  erst  durch  Auflösen  der  Klammem  und  Zusammenziehen 
zu  bilden ;  es  entstehen  dann,  wenn  man  die  Koeffizienten  von  8) 
als  gegeben  ansieht,  10  Bedingungen  zwischen  den  15  Größen: 

A,B,Ci,     A.B^C^,     A^BsCs,     abc,     a^h^c^. 

Man  wird  diesen  Bedingungen  also  im  allgemeinen  auf 
unzählig  viele  Arten  genügen  können.  Weiter  ist  aus  dem 
Voraufgegangenen  ersichtlich,  daß  zwei  der  Bedingungen  oder 
doch  zwei  Kombinationen  derselben  darin  bestehen  müssen, 
daß  S  und  S^  beide  auf  der  Fläche  liegen.  Nimmt  man  diese 
Punkte  aber  beliebig  auf  ihr  an,  so  bleiben  nur  noch  10-  2  =r  8 
voneinander  unabhängige  Bedingungen,  aber  immer  noch  neun 
zu  bestimmende  Koeffizienten,  nämlich: 

A-^BiCi,    AoB^C^^    AsB^Cq. 

Daher : 

Eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  kann  stets 
als  Erzeugnis  zweier  reziproker  Bündel  S  und  S^,  deren 
Zentren  man  beliebig  auf  der  Fläche  auswählen  kann, 
dargestellt  werden.  Die  Zuordnung  der  beiden  Bündel 
ist  sogar,  selbst  wenn  S  und  Si  bestimmt  sind,  noch 
auf  unendlich  viele  Weisen  möglich. 

Der  eben  geführte  Beweis  dieses  Satzes  ist  nur  flüchtig 
hingeworfen  und  wäre  nun  erst  nach  allen  Seiten  hin  zu  er- 
proben, worauf  es  aber  hier,  wo  nur  die  allgemeinsten  Grund- 
züge der  projektiven  Erzeugung  der  Flächen  betrachtet  werden 
sollten,  nicht  weiter  ankommt.  Wird  die  Reziprozität  zur 
Orthogonalität,  d.  h.  ordnet  man  jedem  Shrahl  /  von  S  die  zu 
ihm  senkrechte  Ebene  E^  von  S^  zu,  so  entsteht  offenbar  eine 
Kugel  über  SSi  als  Durchmesser.  Oder  läßt  man  die  beiden 
Zentren  S  und  S^  zusammenfallen,  so  wird  die  Fläche  zum 
Kegel  und  ist  identisch  mit  der  Gesamtheit  aller  Strahlen, 
welche  auf  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  liegen  usw. 

Daß  die  projektive  punktweise  Erzeugung  der  Flächen, 
welcher  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  die  Erzeugung  ihrer 
Tangentialebenen  durch  reziprok  aufeinander  bezogene  ebene 
Systeme  gegenübersteht,  zu  einer  Fundgrube  für  zahlreiche  Sätze 
und  Konstruktionen  projektiven  Charakters  gemacht  werden 
kann,  unterliegt  wohl  für  niemand  einem  Zweifel,  der  sich  mit 
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dem  betreffenden  Kapitel  der  Kegelschnitte  (vgl.  z.  B.  I,  §  23) 
vertraut  gemacht  hat.  Freilich  sind  die  analogen  Eigenschaften 
der  Flüchen  zweiter  Ordnung  nicht  so  einfach  und  daher  auch 
nicht  so  unmittelbar  praktisch  verwertbar,  so  daß  z.  B.  die  Über- 
tragung der  beiden  schönen  Sätze  vom  Pascal  sehen  und  vom 
Brian chon sehen  Sechseck  wohl  möglich  und  sogar  auf  ver- 
schiedene Arten  möglich  ist,  aber  doch  nur  mit  Verzichtleistung 
auf  die  gleiche  Durchsichtigkeit  und  Anwendbarkeit.  Auch  liegt 
dieses  Gebiet  zweifellos  höher,  als  dem  Aufstieg  allein  von 
zwei  zu  drei  Dimensionen  entspricht,  so  daß  nur  eine  gründliche 
Analyse  unter  Zugrundelegung  der  allgemeinen,  den  Dreiecks- 
koordiuaten  in  der  Ebene  verwandten  Tetraederkoordinaten 
und  ein  gründliches  Eingehen  in  die  Theorie  der  algebraischen 
Formen  (Invai'iantentheorie)  dem  analytischen  Geometer  Einsicht 
in  den  unerschöpflichen  Reichtum  von  Sätzen  und  geometrischen 
Beziehungen,  der  hier  zu  heben  ist,  erschließen  kann. 


Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Gegeben  seien 
irgend  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung: 

F{xys)  =  aiiÄ'2  -f  2  a^^xij  -| =  0, 

Fi(xyz)  ^  a\iX^ -\~  2a\oXy-\-  ■'•  =  0.  ^ 

Durch  lineare  Verbindung  entsteht  das  Büschel: 

F{xy,)  +  ?.F,ixi,z) 
=  {^^11  +  ^a\,).r^-+  2{a,,+  ka\,)xy  +  ■^.  =  0.  ' 

Es  enthält,  den  beliebigen  Werten  von  /,  entsprechend, 
unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung,  unter  denen  die 
beiden  gegebenen  9)  irgend  zwei  sind.  Diese  schneiden  sich 
in  einer  (reellen  oder  imaginären)  Kurve,  welche  von  der  vierten 
Ordnung  ist  und  auch  Grundkurve  des  Büschels  genannt  wird, 
da  offenbar  jede  Fläche  desselben  durch  sie  hindurchgehen 
muß.  Setzt  man  ^  =  0,  d.  h.  wird  das  Büschel  10)  durch  die 
xy -Ebene  geschnitten  (welche  man  mit  irgend  einer  Ebene 
zusammenfallen  lassen  kann),  so  wird  ein  Kegelschnittbüschel 
erzeugt,  dessen  vier  Grundpunkte  (I,  §  25)  offenbar  die  vier 
Schnittpunkte  der  Ebene  und  der  Grundkurve  sind.  In  diesem 
Büschel  gibt  es  drei  Paare  von  geraden  Linien,  die  zusammen 
die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  genannten  Schnittpunkte 
bilden.     Jede   solche   Linie   muß   daher   zugleich   eine   gerade 
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Linie  auf  irgend  einer  Fläche  des  Büscliels  sein.  Daß  aber 
auch  umgekehrt  jede  auf  einer  solchen  Fläche  liegende  Gerade  l 
die  Grundkurve  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten 
schneiden  muß,  ist  nicht  schwer  zu  beweisen.  Denn  man 
schneide  l  mit  irgend  einer  anderen  Fläche  des  Büschels,  so 
müssen  die  Schnittpunkte,  da  l  ganz  auf  der  ersteren  liegt, 
auch  auf  der  Grundkurve  liegen. 

Die  Gesamtheit  der  Geraden  des  Büschels  10)  fällt  daher 
zusammen  mit  der  Gesamtheit  der  Sekanten  seiner  Grundkurve. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  aber  seine  Kegelflächen.  Nach 
§  16  ist  7)  =  0  die  analytische  Bedingung  für  einen  Kegel. 
Setzt  man  hier  «n  +  ^«'n  statt  a^,  «12  +  Aa'12  statt  «12  usw., 
so  entsteht  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  A.     Also: 

In  einem  Flächenbüschel  gibt  es  im  allgemeinen  vier 
„Grenzflächen",  d.  h.  vier  Kegel.  Oder  auch:  Es  gibt  im  Raum 
vier  Punkte,  von  welchen  aus  die  Grundkurve  in  Kegeln  zweiter 
Ordnung  projiziert  wird,  wobei  aber  jede  Kante,  wie  oben  gezeigt, 
durch  zwei  Punkte  der  Kurve  hindurchgeht  und  der  Kegel  somit, 
als   Projektionskegel   aufgefaßt,   doppelt   gezählt  werden   muß. 

Es  sei  S  die  Spitze  eines  solchen  Kegels  und  /  irgend  eine 
Kante  desselben.  Sie  schneide  die  Grundkurve  in  Pj  und  Pg. 
Führt  man  noch  den  zu  S  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  T  ein,  so  sind  S  und  T  harmonische  Pole  in  bezug  auf 
jede  Fläche  des  Büschels.  Der  geometrische  Ort  für  T  ist  also 
der  Schnitt  des  Kegels  mit  der  Polarebene  von  S  in  beziig  auf 
irgend  eine  Fläche  des  Büschels.  Also  hat  S  für  alle  Flächen 
des  Büschels  ein  und  dieselbe  Polarebene,  und  hieraus  ist  zu 
schließen,  daß  die  vier  Spitzen  Ä,  Äj,  /Sj,  Ss  der  vier  Kegel  zu- 
gleich Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders  aller  Flächen 
sind.     (Vgl.  I,  §  25.) 

Das  Problem  der  Kegel  fällt  daher  im  wesentlichen  mit 
dem  Problem  des  gemeinsamen  Tetraeders  zusammen.  Bein 
analytisch  muß  der  Beweis  unter  Zugrundelegung  von  Tetraeder- 
koordinateu  geführt  werden,  wobei  sich  dann  herausstellt,  daß 
beim  Beziehen  auf  das  Polartetraeder  die  beiden  Gleichungen  9) 
„rein"  oder  von  der  Form  werden : 

F{xyzt)  =  a„.r2  -j-  a..^iß  -f  «33.^2  -f  a,^V^  =  0, 
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(vgl.  I,  §  '25).  Es  wird  dann  auch  das  ganze  Büschel  durch 
die  reine  (ileichung: 

+  («33  -f  A^'ss)-^   +  («44  +  ^(l'u)l'    =   ü 

dargestellt.  Man  hat  nun  A  nur  noch  so  zu  bestimmen,  daß 
der  Reihe  nach  einer  der  vier  KoefH/ienten  verschwindet,  wenn 
die  Gleichungen  der  vier  Kegel  gebildet  werden  sollen. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  erläutern.  Oegeben  seien 
die  Kugel  und  der  Kegel : 

Xi  11^  «2 

F=  x^^  ,y2  -|_  ^~2  _  ,-2  =  0,     F,  =  -^  -\-  f-  —      =  0.     9a| 
'    ■      '  a^       b-       c^ 

Man  bilde  das  Büschel: 
F^XF,  =  .f^(l  +  A^  -f  y2(^i^A^]^,2(^i-^^yr^  =  0.  10a) 

Die  Grundkurve  des  Büschels  ist  also  hier  ein  sphärischer 
Kegelschnitt.  Augenscheinlich  haben  alle  seine  Flächen  den- 
selben Mittelpunkt  und  dieselben  Hauptebenen,  nämlich  den 
Anfangspunkt  und  die  drei  Ebenen  des  Koordinatensystems. 
Das  gemeinsame  Polartetraeder  des  Systems  wird  daher  aus 
diesen  drei  Ebenen  und  der  unendlich  fernen  Ebene  gebildet. 
Die  vier  Spitzen  der  Kegel  zweiter  Ordnung,  durch  welche  die 
Grundkurve,  also  hier  ein  sphärischer  Kegelschnitt  projiziert 
wird,  müssen  also  sein:  Der  Anfangspunkt  und  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  x-,  der  //-  und  der  ^-Achse.  Drei  der  Kegel 
werden  also  zu  Zylindern.  In  der  Tat  setze  man  in  10a)  für  l 
der  Reihe  nach: 

+  OC,     —a\     —h\     -fc2, 

so  folgt: 

r2        II-        y'i 
^  a^~  b^      c2  ' 
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I)  ist  der  zu  Anfang  gesetzte  Kegel,  II),  III),  IV)  sind  die 
Zylinder,  und  zwar  sind,  wenn  a>6  II)  ein  hyperbolischer, 
III)  und  IV)  aber  elliptische  Zylinder. 

Die  drei  senkrechten  Projektionen  der  sphärischen  Ellipse 
auf  die  Hauptebenen  sind  also  eine  Hyperbel  und  zwei  Ellipsen, 

die  aber  natürlich 
nur  so  weit  in  Be- 
tracht kommen ,  als 
sie  innerhalb  des 
Kreises  verlaufen,  in 
welchem  sich  die  Ku- 
gel projiziert  (siehe 
Fig.  36). 

Scharen  von  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Setzt  man  die  Gleichungen 
der  beiden  gegebenen  Flächen  als  in 
Ebenenkoordinaten  gegeben  voraus: 

F{uviv)  =  0,     Fi(HfM')  =  0, 

so   entsteht  durch   lineare  Verbindung: 

F+  ?.F,  =  0 

eine  sogenannte  lineare  „Schar",  deren  Flächen  alle  gemeinsame 
Tangentialebenen  haben.  Letztere  umhüllen  (siehe  >j  12)  eine 
abwickelbare  Fläche,  welche  von  allen  Flächen  der  Schar 
berührt  oder  „eingehüllt"  wird.  Im  übrigen  bedarf  es  keiner 
besonderen  Theorie,  wenn  man  das  Prinzip  der  Dualität  in 
Anwendung  bringt  und  dann  die  Eigenschaften  der  Scharen 
zu  denjenigen  des  Büschels  in  reziproke  Beziehung  setzt. 

Daß  die  konfokaleu  Flächen  als  ein  besonderer  Fall  der 
linearen  Scharen  anzusehen  sind,  ist  bereits  früher  erwähnt 
worden.  Eine  andere  Gelegenheit  zur  Anwendung  dieser  Ge- 
bilde hat  z.  B.  eine  rechnerisch  sehr  schwierige  und  unangenehme 
Aufgabe  der  Astronomie,  die  Ermittelung  der  sogenannten 
Schattenfläche,  geboten. 

Setzt  man  den  leuchtenden  Körper  (Sonne)  und  den  dunklen 
beide  als  Kugeln  voraus,  dann  ist  die  Sachlage  allerdings  sehr 
einfach,  da  hier  die  Schattenfläche  in  zwei  Kreiskegel  zerfällt, 
die    hinter    dem   dunklen   Körper   den   Kernschatteu   und   den 


Fig.  36. 
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Halbschatten  begrenzen,  wie  die  in  allen  populären  astro- 
nomischen Darstellungen  zu  findende  Figur  anzeigt.  Wenn 
aber  die  Oberflächen  beider,  oder  auch  nur  eine  als  ellip- 
soidisches  vorausgesetzt  werden,  so  tritt  an  Stelle  der  Kegel 
die  allgemeine  Schattenfiäche,  d.  h.  die  vorhin  genannte,  beide 
Körper  längs  einer  Kurve  berührende  abwickelbare  Fläche, 
welche  aber  auch  die  ganze  zugehörige  Schar  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  berührt.  Unter  diesen  gibt  es  vier  ebene, 
den  vier  Kegeln  der  Flächenbüschel  entsprechende,  von  Kegel- 
schnitten begrenzte  Flächen,  derart,  daß  irgend  zwei  dieser 
Grenzknrven  —  für  die  konfokalen  Flächen  gehen  sie  in  die 
Fokalkurven  über  —  eine  sehr  einfache  geometrische  Kon- 
struktion der  Schattenfläche  ermöglichen.  —  Man  sieht,  wie 
zuweilen  scheinbar  ganz  entlegene  geometrische  Gebilde  auf 
einmal  in  durchaus  praktischen  Fragen  auftauchen  können. 


Geometrische  Verwandtschaften.  Zum  Schluß  noch 
einige  wenige  Betrachtungen  über  geometrische  Abbildungen 
und  Verwandtschaften,  unter  denen  die  wichtigsten  solche  sind, 
wo  sich  Punkt  und  Punkt  entsprechen.  Sei  also  F{xys)  irgend 
ein  Punkt  im  Raum  und  Pi(a^iyi^i)  sein  Abbild.  Dann  muß 
es  möglich  sein,  Xi^  y^,  ^r^  als  Funktionen  von  x^  y  und  s  dar- 
zustellen. Also  wird  jede  derartige  geometrische  Verwandt- 
schaft analytisch  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

^1  =  A  (^5  y^  ^\   Vi  ^  U  (^,  y^  ^\  ^i  =  /s  (^,  y,  ^)     n) 

vermittelt.  So  geben  z.  B.  die  Transformationsformeln  in  §  3, 
wenn  in  ihnen  nicht  xyz  und  x^y^z-^^  die  Koordinaten  desselben 
Punktes  in  bezug  auf  verschiedene  Koordinatensysteme  vor- 
stellen —  so  wie  es  früher  der  Fall  war  — ,  sondern  wenn  sie 
als  Koordinaten  verschiedener  Punkte  in  bezug  auf  dasselbe 
oder  auch  in  bezug  auf  verschiedene  Systeme  betrachtet  werden, 
die  allgemeinsten  Formeln  für  die  Abbildung  durch 
Kongruenz.  Will  man  aus  ihnen  die  Abbildung  durch  Ähn- 
lichkeit machen,  so  multipliziere  man  alle  Koeffizienten  mit 
dem  Proportionalitätsfaktor  A'.     (Vgl.  I,  §  26.) 

Durchgreifender  ist  die  allgemeine  affine  Abbildung: 

?/i  =hx^h,y^h,2+h,.  12) 

ej  =  c^x  ^Cojj  ^c^s^c^, 

17 
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in  welcher  die  zwölf  Koeffizienten"  irgendwelche  Werte  haben 
können,  nur  daß,  wenn  die  Abbildung  umkehrbar  sein  soll, 
die  Determinante  aus  den  neun  Koeffizienten  der  Veränder- 
lichen nicht  verschwinden  darf.  Man  beweist  ohne  Mülie,  daß 
parallele  Ebenen  sich  in  parallele  Ebenen,  parallele  Gerade 
in  parallele  Gerade  transformieren,  daß  daher  die  Teilungs- 
verhältnisse zwischen  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten 
keine  Änderung  erleiden  und  im  besonderen  die  Mitte  zwischen 
zwei  Punkten  Mitte  bleibt. 

Aus  Kugeln  werden  ähnliche  und  mit  den  Achsen  gleich- 
gerichtete EUipsoide,  woraus  leicht  zu  folgern  ist,  daß  die 
allgemeinste  Affinität  durch  Zusammensetzung  von  Kongruenz 
mit  nachfolgender  Ausdehnung  oder  Zusammenziehuug  in  drei 
zueinander  senkrechten  Pachtungen  (siehe  §  18j  entsteht.  Daß 
jede  Abbildung  im  Unendlichkleinen  affin  ist,  wird  wie  in  I, 
§  26  bewiesen.  Wie  also  auch  z.  B.  ein  elastischer  Körper 
durch  auf  ihn  ausgeübte  Drucke  oder  Spannungen,  oder  eine 
Flüssigkeit  oder  ein  Gas  —  natürlich  ohne  Verletzung  _der 
Kontinuität  oder  des  Zusammenhanges  —  deformiert  wird, 
immer  werden  aus  unendlich  kleinen  Kugeln  unendlich  kleine 
EUipsoide,  deren  Hauptachsen  die  Pachtungen  der  ,, Haupt- 
dilatationen" ergeben,  welche  wieder  zugleich  die  Richtungen 
der  „Normaldrucke"  sind,  wenn  der  Körper  isotrop  ist,  d.  h. 
nach  allen  Richtungen  gleiche  Elastizität  zeigt. 

Kongruenz,  Ähnlichkeit  und  Affinität  sind  besondere  Fälle 
der  allgemeinen  Kollinearität,  welche  analytisch  durch 
drei  gebrochene  lineare  Funktionen  mit  demselben  Nenner 
oder  auch  nach  Einführung  homogener  bzw.  tetraedrischer 
Koordinaten  durch  vier  homogene  lineare  Funktionen  dar- 
gestellt wird: 

aioo  -\-  ttzy  -\-  ttae  -\-  a^ 

^^        d^x -\- d^y -\- d^z -^  d^''  ' 

^'  ~"  di.T  +  d^y -^d^z^d^' 

Die  16  Koeffizienten  sind  ganz  willkürlich,  nur  darf  ihre 
Determinante  nicht  verschwinden.     Ebenen  werden  iu  Ebenen, 
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gerade  Linien  in  geraden  Linien  abgebildet  (daher  der  Name). 
Ordnung  und  Klasse  der  Flächen  bhäben  unverändert,  alle 
projektiven  Eigenschaften  bleil)en  erlialten. 

Perspektivität  ist  eine  besondere  Abart  der  Kollinearität, 
bei  der  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durch 
einen  und  denselben  Punkt,  das  Zentrum  der  Perspektivität, 
gehen,  während  die  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  in 
einer  Ebene,  der  Ebene  der  Perspektivität,  liegen.  Eine  andere 
merkwürdige  Abart,  die  hier  nur  kurz  erwähnt  werden  mag, 
ist  die,  in  welcher  die  genannten  Verbindungs-  und  Schnitt- 
linien zwei  beliebige  zueinander  windschiefe  Gerade  im  Piaum 
schneiden. 

Reziproke  Verwandtschaft.  Setzt  man  in  13)  statt 
^il/i^i  die  Koordinaten  einer  Ebene  iiiViii\,  während  rechts 
xifs:  stehen  bleiben  soll,  so  entsteht  die  allgemeine  reziproke 
Verwandtschaft  räumlicher  Systeme,  wo  jedem  Punkt 
eine  Ebene  und  umgekehrt  entspricht.  Ein  besonderer  Fall 
derselben  ist  die  Polarität,  bei  welcher:  «2  =  ^i,  «3  =  c^, 
rt^  =  rfj,  />3  =  C.21  hi^=  (I21  C4  =  ^3.  Die  Gleichung  der  Fläche 
zweiter  Ordnung,  auf  welche  sich  diese  Polarität  bezieht,  wird 
dann  durch  die  Bedingung  ausgedrückt,  daß  P{xyz)  auf  der 
Ebene  E{uiViWi)  liegen  soll: 

tiiX  -\-  i\\j  -^r  iV]_z  -\-  \  =  0.  14) 

Aber  auch  im  allgemeinen  Falle  gibt  diese  Bedingung  eine 
Gleichung  zweiter  Ordnung.     Wenn  indessen: 

«1  zz=  ?)2  =  C3  =  f?4  =  0    und    tta  =  —  ^11    «3  =  —  Ci    usw., 
so  wird  die  Bedingung  14)  identisch  erfüllt.    Jeder  Punkt  liegt 
dann   auf   der   ihm   entsprechenden  Ebene   und  die  Verwandt- 
schaft wird  zum  Nullsystem,   das  schon  früher  aufgestellt*) 
(§11)  und  etwas  genauer  untersucht  worden  ist. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  über  räumliche  geometrische 
Verwandtschaften  sollen  nicht  mehr  sein,  als  eine  erste  Ein- 
führung in  ihre  Theorie.  Im  übrigen  wird  auf  das  Schluß- 
kapitel des  ersten  Teils  dieses  Lehrbuches  verwiesen,  das  im 
wesentlichen  unverändert  übertragen  werden  kann. 

*)  Daß  das  Nullsystem  keine  Analogie  in  der  Ebene  hat,  liegt  in 
dem  Umstände,  daß  die  Determinante  der  Koeffizienten  dort  verschwinden 
wnirde.     Siehe  die  Aufgabe  über  „schiefe"  Determinanten  in  I,  §  20. 

17* 
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Übungsaufgaben. 

1.  Gegeben  zwei  Punkte  P  und  (^  im  Räume.  Jeder  durch  F 
gehenden  Geraden  l  wird  die  auf  ihr  senkrechte,  durch  Q  gehende  Ebene 
zugeordnet  und  umgekehrt.  Nachher  wird  das  Bündel  P  um  eine  be- 
liebige durch  P  gehende  Achse  gedreht.  Welche  Art  von  Flächen  erzeugen 
dann  die  beiden  Bündel  P  und  Q  ? 

2.  AVelche  Kegel  zweiter  Ordnung  lassen  sich  durch  zwei  zueinander 
kongruente  Ebeueubüschel  mit  sich  schneidenden  Achsen,  und  welche 
Hyperboloide  durch  solche  mit  windschiefen  Achsen  erzeugen? 

3.  Gegeben  zwei  Gerade  l  und  /j  im  Raum.  Jeder  Ebene  Js  durch  l 
wird  die  auf  ihr  senkrechte  Ebene  iv'^  durch  Zj  zugeordnet.  Hat  die  durch 
diese  projektivischen  Büschel  erzeugte  Fläche  eine  besondere  Eigen- 
tümlichkeit ? 

4.  Man  versuche,  kollineare  Abbildungen  der  Kugel  x^  -\-  y^-\-z^  —  r^ 
=  0  auf  sich  selbst,  wenn  möglich  alle  zu  finden. 


Anhang. 
Lösungen  zu  den  Übungsaufgaben. 

1.  Jede  Kante  ist  =  y2. 

2.  cos«  =  COS/i  =r  COSy  =:  +   ^   V^. 

3.  Die  gegenüberliegenden  Kanten  sind  einander  gleich. 
Das  Tetraeder  wird  von  vier  kongruenten  Dreiecken  mit  den 
Seiten  2  V74,  2  y65,  2  ^il  begrenzt. 

4.  Wählt  man  in  5),  §  1  die  Wurzel  bei  J^  und  l^  positiv, 
so  entstehen  nach  13)  für  l{aßy)  die  drei  Gleichungen: 

6  cos  «  -f  S  cos  /3  -|-  24  cos  7  =  -|-  1 3, 
2  cos  a  -|-  2  cos  ß  -\-    1  cos  j^  =  -f-  3, 

C0S2  «  -j-  cos 2  ß  -|-  C0S2  J^  =r    1, 

hieraus : 

206-1- 8  VSS            ,        188  4:91/38                    44  +  1/38 
cos«  = ^92"      '    cos/i  =  i92~~'    ^''^^""^"292 

Wählt  man  beide  Wurzeln  negativ,  so  wechseln  cos«, 
COS  /3,  cos  y  ihre  Vorzeichen.  Ist  aber  die  eine  positiv,  die  andere 
negativ,  so  entstehen  imaginäre  Richtungen: 

—  466  +  8  « 1/2926             ,        —  370  +  9  i  1/2926 
cos«  =3 292      '     cos/3  =  -- ^^2 ' 

-I-  398  +  i  1/2926 
cos7  =  292 

5.  Die  Ecken  seien  Pi(.Ti^i^i)  usw.  Nach  11)  und  15) 
sind  die  drei  Bedingungen  des  Senkrechtstehens: 

0  =  (^1  —  Xr,)  {Xq  —  Xz)  +  (?/i  —  ^2)  ('/o  —  Ih)  +  (^1  —  ^2)  (-''o  —  -2^3), 
0  =  {Xc,  —  ;ro)  (x'i  —  x^)  -f  (^2  —  V<^)  ilh  —  ^3)  +  (^2  —  ^0)  (^1  —  ^3). 
0  =  (aJo  —  ^1)  (^2  —  ^,0  +  (yo  —  ^i)  (2/2  —  !/3)  +  K  —  ^1)  (^2  —  -^s)- 
Durch  Addition  entsteht  die  Identität  0  =  0,  d.  h.  jede 
Bedingung  folgt  aus  den  beiden  anderen. 
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6.   Da  z.  B.  PiP'sFoJ^'i  ein  Parallelogramm  sein  soll,  so 
muß  sein: 

Aus  diesen  und  den  analogen  Gleichungen: 
x\  =    ^^    ^^    * usw. 

Soll  das  Parallelepiped  ein  Ptechtflach  werden,  so  mache  man 
nach  IIa)  und  15a)  den  Ansatz,  daß  Pj  P'g  1  PgP'g  usw.  Er 
führt  zu  der  Gleichung: 

{^2-Ahy  +  {y2-yiy  +  {^2-^iY  =  {^.-^sy+  (y.-z/a)'^  (^4-^-3)^ 

d.  h.  die  Gegenseiten  des  gegebenen  Tetraeders  müssen  ein- 
ander gleich  sein.     (Siehe  Übungsaufgabe  3.) 

1.  Es   seien  Pj  (x^  y^  z-^  usw.   die  vier  Ecken.     Dann  sind 
die  Koordinaten  der  Mitte  von  P^P,:  ^!^Lf_%  ^^ijfl?^  £1+^2 

und  der  Mitte  von  P3P,:  ^L±^^   ^2_+^,    ^^^S   also    der 

Mitte  beider  Mitten:  ^'1  +  ^2  +  ^3  +  ^4  ^^g^^   ^  ^^  jjg  Koordi- 

4 
Daten  des  Schwerpunktes. 

2.  Nach  7),  §  2  kann  man  setzen: 

^1  =  +4  —  5^1,  ^1  =  4-6  — 10,Ui,  .^i=— 2  +  5.U1, 
a^a  =  —  5  4-  9  fia,  2/2=1+  1  .u^,  -^'2  =  0+7  Ug, 
^3  =  +1  —  8, «31      2/3  =  +2—    '^."3,      ^"3=    -o  — 2U3. 

Es  soll  sein:  x.2  =  '  ^  T^ '  ^  usw.     Dies   gibt  die  drei  Glei- 
chungen : 
15  —  5  /lii  —  18  fto  —  8  .Ug  =  0,     6  —  10  «1  —  2  u.,  —  7  .«g  =  0, 
1  +  5.U1  —  I4.U2  — -\"8  =  0. 

Hieraus:  Wj  =  +  ^.  ,  f^o  =  +  "'t,?  ,"3  =  —  fö>  "^^  damit 
00        "  lo  io 

die  drei  Punkte: 

^^V       13'        13~'   +T3"y'       »^'V     13'   ^13'   ^    13  i' 
V3i^+    13'   +   13'   +   13; 
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3.  Auf  /j  mögen  liegen  Qi  nnd  Q\,  auf  l._.:  (^t.^^  und 
^'2,  auf  /g:  ^t/g  und  ^'3,  so  daß  das  windschiefe  Sechseck 
^»^1  ^'1  Q-i.  Q'2  Vs  ^/s  ^us  sechs  Kanten  des  Parallelepipeds  ge- 
bildet ist.  Dann  ist  Q,Q\  =  und  ||  QsQ\,  Q.Q'^  =  und  |1  Q,Q'^, 
Q^Q's  =  und  II  Q^Q'i-  Dies  gibt  neun  Gleichungen.  Drei  der- 
selben sind: 

X  i  —  Xi   —  X  2        Ä'g  1       OC  2        X.2   —  .^  3        .'*  1  j       X  ^        Äg  —  A'  i        Ä 2» 

und  die  übrigen  entstehen  durch  Vertauschung  von  x  mit  y 
und  ~~.  Da  aber  die  Addition  entsprechender  Gleichungen  die 
Identität  0  =  0  ergibt,  so  bleiben  sechs  unabhängige  Glei- 
chungen. Nach  Einführung  der  Parameter  ft^,  ,u'i,  ^^^  f^'2)  Ms'  ."'s 
wie  in  2)  erhält  man  drei  Gleichungen  für  ,a'i  — fi^.  ^'^^  jUg  und 
drei  Gleichungen  für  ^'2- — ^^21  i^'s  und  ^Uj.  Durch  Auflösung: 
_    I    264         ,    _    ,    343  _    ,    67         ,    _    ,    29 

^^-"^130'     '"^~~^I3Ö'     '"2  —  ^26'     '"-"""^26' 
_       23         ,    _    ,   66 
Ms-       .^ß,     ^3—  +26' 

und  damit  die  sechs  Punkte: 

160         372      ,   212  \        ,.  /  .   473      ,93      ,   469 


/       160     _372  212X        ^/,    473  93  469X 

'^^V       26'         26'   ^   26/'      ^'V^   26'   ^26'   ^  26  7' 

0(^'^^     +213  124X 

V3^+  26"'   ^   26'   "^  26^' 


210         213  124 

"26"'   ^"26"'   ■^"26' 

239  530      ,    291\  /      131      .55      .    20S 

502  410  54 


^_239     _530         291^X       ^,  ,    ,   ^     ,^      , 
^^^        26'         26'   ^  26/'     ^-V^   26'   ^26'   ^   26 


O'  

^H       26'  26'        26 

Zur  Probe  berechne  man  die  Mitten  der  drei  Körper- 
diagonalen Qi  Cj>'2,  ^2  ^'31  ^s^'i«    Man  findet  jedesmal  denselben 

Punkt:  ilff  — — , ^,  -1- ^r^j  (Schwerpunkt).  Die  Berech- 
nung der  letzten  Ecken  Qi  und  Q\  (QiQi  Flächendiagonale) 
ist  nun  sehr  einfach.  Denn  es  ist  x^  -f-  x^  =  x\  -\-  x'^  usw. 
Hieraus : 

/      581  568         25\       ^.  /  ,    552         25^         390  \ 

^*\       26'        "26"'   "^26;'     ^'V     26'   "^   26'   "^   26/ 

4.  Es  ist  F=  6  X  Tetraeder  QiQ\Q'iQ\.  Hier  könnte 
sofort  5),  §  2  angesetzt  und  ausgerechnet  werden.  Besser  aber 
setzt  man  für  x\  -  a\  ein :  x'o  —  cc.,  und  für  x\  -  x^ :  -  (x'^  —  x^). 
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Dann  lassen  sieh,   da  x\  — x^  =  — 5  (u\  —  fij)  usw.,   die  drei 
Faktoren  ^\  —  /w^,  /u'2  —  «2  und  ^'^  —  1X3  absondern  und  es  folgt: 

+  1    +9    -8 
V  =  ±6  Ca']  —  .Uj)  .  (^'2  —  ^.2)  •  (ß's  —  «3) 

667  945 
T38~ 


=  5 


79 
26 


38    89 
26*26 


^.^.26  = 


•     +2     +1 

+  7 

—  l     +7 

-U  9 

1     ■" 

=  1076^. 

5.    Es  ist  nach  10),  §  1 : 

'•12^   =    ('^2  —  '^l)^  +  (Z/a  —  2/1)^  +  (-"2  —  ^if    U9W. 

Hier  kommen  die  Koordinaten  jedes  der  beiden  Punkte  in  der  zweiten 
Potenz  vor,  während  die  Formeln  5)  oder  5  a)  für  den  gesuchten  Inhalt  T 
in  bezug  auf  jede  der  zwölf  Koordinaten  linear,  yrenn  auch  im  ganzen 
vom  dritten  Grade  sind.  Also  wird  es  sich  wohl  empfehlen,  5)  nach  dem 
Multiplikationstheorem  der  Determinanten  (I,  §  20)  zu  quadrieren  und 
dabei  die  Horizontalreihen  zu  komponieren. 

Die  Komposition  gleicher  Horizontalreihen  ergibt  ohne  weiteres  )\^-, 
''13^)  ''14^!  diejenige  ungleicher  aber  erfordert  erst  eine  Umgestaltung. 
Wird  z.B.  die  erste  und  zweite  genommen,  so  folgt: 

(.fä  —  x^)  («3  —  x^)  +  (2/2  —  :Vi)  (1/3  —  «/i)  +  (^-2  —  -'i)  (^'3  —  ~'i)- 

Nun  wende  man  auf  jedes  der  drei  Produkte  die  Identität  an: 

a2  -f  ?;2  —  (a  —  hf 
a.h^  2 

und  vereinige.     So  entsteht  der  Ausdruck: 


Daher 


ja  3^ 


36 


'•12-^ 


Hi' 


rn'  ^ 

'•13^ -'-23'- 

^12^  + 

2 

'13"  "I"  '"u"       ''3 


r    2  4.   ,.  ^2 ,.    2 

2 

^'l4"  ~l~  ^"l3'         ^'43" 

2 

r,.2 


Dies  ist  die  verlangte  Formel,  allerdings  in  unsymmetrischer  Gestalt. 
Der  zweite  Ausdruck  für  T  in  5  a)  gibt  bei  gleicher  Behandlung  offenbar 
überhaupt  keine  Entfernungen;  wohl  aber  kann  man  aus  ihm  nach  aber- 
maliger Erhöhung  des  Grades  der  Determinante  um  eine  Einheit  auf  die 
folgende,  freilich  nicht  sehr  nahe  liegende  Weise  ein  symmetrisches 
Resultat  erzielen. 

Man  füge  in  der  Determinante  5  a)  zu  der  aus  vier  Einsen  bestehen- 
den Vertikalreibe  noch  links  die  Reihe  hinzu: 

1,     ^•l-+:!/l'^  +  M^     a-22  +  ^2'  +  ,22,     .r32  +  ,/32  +  ,3S,     ,.^2  +  ,,^2  +  ,^9, 
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wobei  die  neue  1  «las  erste  Element  der  neu  hinzutretenden  Ilorizontal- 
reihe  werden  soll,  und  setze  die  noch  ausstehenden  vier  Elemente  dieser 
Reihe  =  0.  Der  so  umgeformte  Ausdruck  für  7'  sei  1\.  Darauf  ver- 
tausche mau  in  1\  die  beiden  ersten  Vertikalreihen,  wobei  ein  Vorzeichen- 
wechscl  eintritt,  und  multipliziere  dann  die  drei  letzten  Vertikalreihen  sämt- 
lich mit  —  2.  Der  so  umgewandelte  Ausdruck  ist  dann  2 2  =  8  Tj  =  8  T, 
Nunmehr  multipliziere  man  die  beiden  entstandenen  Determinanten 
fünften  Grades   'J\  und  Tg  durch  Komponieren  der  Horizontalreihen. 

Die  erste  und  die  erste  Reihe  geben  dann  offenbar  0.  Die  erste 
Reihe  von  1\  mit  einer  anderen  Reihe  von  'J\  und  umgekehrt  gibt  stets 
eine  1.  Zwei  gleichvielte  llorizontalreiheu  geben  wieder  0.  Denn  durch 
Komponieren  z.  B.  der  zweiten  Reibe  in  'J\  mit  der  zweiten  Reihe  in  7g 
entsteht: 

.  (- 2  o-i) -f  2/1  .  (- 2  2/1)  +  ^1  .  (- 2  .-1)  =  0. 

Die  übrigen  Kompositionen  ergeben  aber  endlich  di^  Quadrate  der 
Kanten.     Denn  die  zweite  Reihe  von  T^  und  die  dritte  von  Tg  liefern: 

(.'•1^  +  yi^  +  ^^1')  •  1  + 1  •  (^^  +  ?/2'  +  .'2^)  +  ^-i 

.  (-  2  .<■,)  +  2/1  •  (-  2  2/0)  +  ^1  •  (-  2  ~  ,)    =    Vi2^    usw. 

Daher  endlich: 


1 


0  1111 

1  0        rai^      ,-3i2       ,.,, 


^^  =  288^       '■-'        ' 


'32 


j    1         '-13-         '-23'  0  »-432 

i    1  I'H^         »'24^         ''34^  0 

Anmerkung:  Diese  Formel  wird  noch  durchsichtiger,  wenn  auJJer 
in  der  ersten  Reihe  die  Nullen  ersetzt  werden  durch  rj^^,  r^i',  r^^^,  r^^^, 
d.  h.  durch  die  Abstände  der  vier  Ecken  von  sich  selbst.  Setzt  man  in  6) 
oder  7)  T  =:  0,  so  entsteht  die  viel  benutzte  Beziehung  zwischen  den 
sechs  Entfernungen  von  irgend  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten.  Sie 
lautet  nach  der  (recht  mühsamen)  Ausrechnung  der  Determinante  7)  oder  ti) : 

0  =  -  2  [/-la*  ,-3,2]  +  [ri22  ,-3,2]  [r,.^]  -  [r^^^  ,-^,2  ».^^aj, 

wo  jede  eckige  Klammer  eine  Summe  bedeutet,  die  durch  Addition  aller 
durch  Permutation  der  Indizes  entstandenen  entsprechenden  Glieder  zu 
bilden  ist,  also  z.  B. : 

['•12*  '-34']    =    '-12*  '34'  -}-  '-12^  '-34*  +  '-13^  '-24^  +  '-13'  '•24-'  +  >u'  r,J  +  V,,^-  .23*. 

§3. 

1.  Beide  Systeme  haben  den  Anfangspunkt  gemein;  läßt 
sich  also  nachweisen,  daß  außerdem  noch  ein  Punkt  P  existiert, 
der  in  beiden  Systemen  dieselben  Koordinaten  hat,  so  ist  OP 
die    Drehungsachse.     Man   mache    daher   in    3)   und    3  a)   den 


266  Lösungen. 

Ansatz:   x  =^  x' ,  y  =z  y',   z  ^=  z' .     Es   folgen   z.  B.   die  beiden 
Gleichungen : 

(«1  —  1).?;+  «2'/  +  %^  =  Ö,     (ai  —  \)x\  h^y-Yc^z  =  0; 
also  auch: 

—  (^1  —<^2)y+  («3  —  Cl)  ^  =  0. 

Hieraus  und  aus  den  entsprechenden  Gleichungen: 

x:y:z  =  Cg  —  h^'-ci^  —  Cj  :,6i  —  «g. 
Daß  diese  "Werte  in  der  Tat  die  Gleichungen  erfüllen,  folgt 
durch  Einsetzen,  z.  B.: 

(«1  —  1)  (c,  —  bs)  -\~  aa  («3  —  Ci)  +  «3  (&,  —  ttä) 
=  («1  Ca  —  Ci «a)  +  (pi «3  —  «1  ^^3)  —  C2-\-h  =  ^   [6X  §  3J- 
Nach  2),  §  1  sind  also  die  Richtungskosinus  der  Drehachse 
proportional'  zu: 

Ca       Ö3,     03       c^,     '>!       Oa* 

Ä.  Es  ist  «lä  -|-  ttgä  +  agS  =  «jS  ^  j^2  _i_  Cj2  =  1,  also  auch 
^1^  —  0^2^  =  «3^  —  <^i^  ^sw.  Ferner  eliminiere  man  «i  aus  den 
beiden  Gleichungen  6),  §  3,  die  nicht  62  und  nicht  Cg  enthalten 
(also  Ca  =  •••,  ftg  =  •••)•  Es  folgt:  c^^  —  b^-  =  u^b-^c^  —  flo^s^n 
also: 

^2^  —  ^3^   =   «3^  — Ci^   ^   ^1^  — «2^   =    «3^l'^'2  —  «2^3<^l- 

3.  Aus :  Ca  —  ^3 :  «3  —  c^ :  &2  —  ^h  =  n-.p-.q  folgt  nach  2. 
sofort : 

111 

Ca  -f  Ö3 :  «3  -f  Ci :  61  +  aa  =  -  :  --  :  -  =  ;Ki  :  ^n  :  «i?. 

Daher  nach  Einführung  zweier  Proportionalitätsfaktoren 
A  und  ft,  wenn  noch  [im  Hinblick  auf  12)]  -^  =  m.  A  =  u))i 
gesetzt  wird: 

Ca  —  Ö3  =  ^  .  m  •  «,      ^2  +  ^3  =  f*  •  i^  *  5  ^8^- 

„.                            1)0  4- mn       ,            (7ü  —  w» 
Hieraus:     Ca  =  .u  ^^^9 >      ^3  =  ." 9 

Setzt  man  diese  und  die  entsprechenden  Werte  für  «3,  Cj, 
&i,  tta  in  die  Relation:  Ca'-  —  ^3-  =  a^h^c^  —  «o^s^i  eiu,  so  folgt: 

«3  r 

^i^ntnpq  =  —    {nq  -\-  '»ip){qp  -\-  mn){pu  -\-  niq) 

ö  L  -1 

—  ("'i  —  ^*'^P){'1P  —  mn)(pn  —  mq)   • 
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Der   Ausdruck    in    der    eckigen    Klammer    ist    entwickelt 

4  '1 

^  2 m«rt/;(m-  +  w^ -|-j/--f  (/■-),  daher  M  == —— — — ,        ,       =  x-, 

und  somit:  c^  =  2   -^^-^ usw.,    d.  h.   die  Formeln  12),  ^  3 

mit  Ausnahme   derer  für  a■^,  b^  und  Cg.     Die  letzteren  ergeben 

sich  dann  aus  6),  z.  B.  a^  =  -^— V- — -  nach  angemessener  Um- 

formung. 

4.  Die  Vertauschbarkeit  tritt  nach  3)  und  3')  ein,  wenn 
C2  =  bs,  03  =  Tj,  h^=ao.  Dies  gibt  nach  12)  ww  =  w/)  =  ««g:=0, 
also  entweder  n=p  =  q  =  0,  d.  h.  Identität (x  =  x\  y  =  y\  z  =  z') 
oder  m  =.  0.     Dann  folgt  nach  12): 

n-^—p^  —  q^  —  w2  -|-  ^2  —  g-ä  tiß  _|_  |,2  _  52 

c   -b    -^^         a    -c    -^^         b    -u    -^^ 

(also  für  diesen  Fall:  a^  -\-  b.,  -\-  c^  = jir  "^  ~  0 ' 

Setzt  man  noch  n  =  i)  =  q,  also  iV  =r  3  w-,  so  wird : 

ttj  =  60  =  Cg  =  —  g- ,  Ca  =  63  =  «3  =  Ci  =  bi  =  a.2  =  -\-  j  • 
Die  Transformation  3)  wird: 

_       ^'1   Ml   ^  _  2  a;'       v'       '2^' 

^  —  ■"3+    3    +T'     ^  — ~3"~3"+'3^' 

2  a;'  ,    2y'       z' 
z  = 

Q  O  O 


1.    Es    sei    AP=a,    BF  =  b,    CP  =  c\    A{0,y^,z^), 
B{xi,0,z^),  6X0^2,2/2,0),  F{x,y,z). 

ft   Q  ff 

Setze  Y  =  ^^     r  =  ^^  dann  ist  nach  7),  §  2 : 

a  —  0  a  —  b  ^    "- 

x^  =  fio^i,    t/2  =  (1  —  ,u)  ^0,    0  =  ^0  +  ^  (^1  —  ^0) ; 

o;    =  kx,,     y    =  (1  —  /l) ^0,     ^  =  ^0  +  ^  (^1  —  ^o)- 

Aui3erdem:    {ÄB^  =  {a  —  by  =  x^^  +  y^^  +  (^1  —  Zo)^. 
Aus  diesen  sieben  Gleichungen  sind  Xq^  y^,  a'j,  z^^  a-g,  ?/2  zu  eli- 
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minieren.     Also  lasse  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  fort 
und  bilde  die  Kombination  ^  =  (A  —  «)  (-^x — ^o)-     Dann  ist: 


a  —  b 


^'—  l—  ^     a    '     ''«  —  1  _  ;. 


in  die  letzte  Gleichung  eingesetzt  und  (a  —  6)2  gehoben : 

a2  ^  h2  ^  c^       ' 

Dies  ist  die  verlangte  Gleichung  (Ellipsoid).    Noch  einfacher 

so:    Es  seien  aßy  die  Richtungswinkel  von  L     Dann  sofort: 

X  =  a  cos  a,     y  ^=  l>  cos  ß,     z  ^  c  cos  ;' ; 

X  ,        y  z 

cos«  =     ,     cos />  =  -y-,     cos  V  =  — 
a  0  c 

Daher  nach  3),  §  1  die  gesuchte  Gleichung. 

2.  Der  erste  Ki-eis  liege  in  der  a:^-Ebene.  Mittelpunkt 
Anfangspunkt,  Q(Xf^.ijQ^O)  beliebiger  Punkt  auf  ihm.  P(x,y^e) 
ein  Punkt  auf  dem  senkrechten  Kreise  (parallel  zur  yz-Ehene) 
um  Q  als  Mittelpunkt.     Dann  ist: 

Xo'  +  1/0-  -  r2  =  0 ;     {y-  y^y-  ^  z^  -  r'  =  0,     .  =  j;. 

Hieraus  ist  cTq, i/o  zu  eliminieren.     Es  folgt: 

{y  —  V  r2  —  x^y  -\-  z^-  —  >  a  =  0 
oder : 

(^2  +  ^1  _  ,,.2)2  _  4  ^2  (,-2  _  j,2)    ==,    0. 

3.  Es  seien  ^Q;,0,0),  ^(0,(^,0),  C(0,0,r)  die  drei  Schnitt- 
punkte der  Ebene  mit  den  Achsen.    P{x,y,z)  ihr  Schwerpunkt. 

P  Q  V 

Dann  ist  nach  12 a),  §2:  x  =  ^^,    //  =  ^,  z  =  —.    Setzt  man 

ö  ö  ö 

ferner  das  aus  Ä,  B,  C  und  Pq  gebildete  Tetraeder  [öa),  §  2] 

=  0,  so  folgt: 

.*^o (1  >■  -f-  i/o  '■/>  +  ^oPQ.  —Pfp'     =0. 
Daher : 

•<'oi/^  +  i/o^ä'  +  '2'o-i'.'/  —  3  .'•//-"  =  0 

die  gesuchte  Gleichung. 

4.  Die  beiden  Dreiecke  ABC  und  A^B■^C^  mögen  in  der 
/•//-Ebene  liegen.     Es  sei:   ^(.ro,//o>^Oi  -^C^'n.'/nO),  C (.>"j, //j, 0), 
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^iU''o,//'o.  0).  ^'i(-''nZ/'nO),   C,  (.r'o, y„  0),  F{x,ii,z),  l\{:r', y\i)). 
Dann  soll  sein: 

{X  -  .fo)'^  +  (^  -  //o)^  +  ^^  =  {^'  -  :^'o)^  +  (//'  -  y'of. 
(x  -  x,y  +  (//  -  y,y-  +  .=>  =  {x'  -  x\y  -f  {y'  -  i,\  f, 
{X  -  x,y  +  (?/  -  y^y  +  ^ä  =  (^'  -  a-',>>  +  {,,'  -  y\y. 
Hieraus  ist  a',  ij'  zu  elimiiiiereE,  um  die  Endgleichung  für 
P{x^y^z)    zu    erhalten.      Die    Subtraktion    gibt    zwei    vonein- 
ander unabhängige  (Tleichungen,  die  sowohl  in  bezug  auf  x\  y' 
als   auch    auf   x,  y   linear    sind   und   z   nicht   enthalten.      Aus 
ihnen  berechne  man  x\  y'  und  setze  eine  der  drei  Gleichungen 
ein.     Die  Endgleichung  wird  daher  vom  zweiten  Grade. 

§5. 

1.  Die  Achse  sei  £■- Achse,  der  Mittelpunkt  liege  in  der 
A'/y-Ebene,  sein  Abstand  von  0  =  a.  Dann  ist  die  Gleichung 
des  Meridianschnittes  in  der  a'^-Ebene: 

{x  —  af  +  z^  —  r^  =  0, 
daher  die  Gleichung  der  Fläche: 

oder : 

{x-2   -L  y2  -f  „r2  J_  (,2  _  ^-2)2  _  4  „2  (a'-2  -f-  (/2j   _   Q. 

JJ.    Die    Kichtungskosiuus    der   Drehungsachse    sind:    ^, 

11..  .       .  .  .  ^"^ 

-7=,  — =•     Sie   bildet  auch  mit  einer  beliebigen  Kante,  deren 

Richtungswinkel  aßy  sein  mögen,  einen  Winkel,  dessen  Kosinus 
=  --•      Daher     nach     13),     §  1:    cos « -j- cos /3 -|- cos  j' =  1. 

Nun  ist  cos«  =    ,         "   -^=^  usw.     Also  nach  Einsetzen  und 

V^-  +  ^^  +  --2 

Fortschaffen  der  Wurzel: 

ocy  +  y^  +  sx  =  0. 

3.    Die  Gleichung  der  Fläche  lautet: 

(y2  -|-    ^2  _  .^.2)2  —  4  ^2  (,-2    _  xX)    =   0. 

Man   setze   a'  =  rcosqc,   so  läi3t  sich  die   Wurzel  ziehen. 

Es  folgt: 

iß  _[_  ^2  —  yi  cos-  cp  —  2  yr  sin  ^  =  0 

(//  —  r  sin  cpy-  +  22  _  ,-2  :=  0. 
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Setzt  man  <i=  r  •  cos  j/^- ,  so  läßt  sich  noch  eiumal  die 
Wurzel  ziehen.     Daher: 

X  ^  r  cos  qp,     y  =  r  (sin  cp  -\-  sin  t),    ^  =  y  cos  t. 

4.  Durch  Koordinatentransformation  kann  man  stets  er- 
reichen, daß  Ci  und  Cg  verschwinden.  Dann  enthält  die  Glei- 
chung nur  noch  x  und  y,  gibt  also  einen  Zylinder. 

1.    Es  soll  sein: 

a)  (,/  _  a)2  +  (.  +  a)2  =  (^  -  a)^  +  (r^  +  «)2 

=  (^_a)2  +  («/  +  a)2. 

Diese  Bedingungen  werden  offenbar  erfüllt,  wenn  ./;  =  //  =  z^ 
d.  h.  für  alle  Punkte  einer  durch  die  Ecken  5  und  //  gehenden 
Körperdiagonale,    nach    beiden    Seiten    unbegrenzt   verlängert. 

Diese  ist  aber  wohl  nur  ein  Teil  des  ganzen  geometrischen 
Ortes?     Um  den  anderen   zu  finden,  bedarf   es  einer  tieferen 
Untersuchung    der   Gleichungen   a).     Setzt   man    zunächst   die 
beiden  ersten  Ausdrücke  einander  gleich,  so  folgt: 
\f-  —  .r2  —  _4^az  -\-2ax-\-2  ay. 

Der  Zyklus  {xyz)  gibt  noch  zwei  solche  Gleichungen.  Man 
kann  sie  folgendermaßen  schreiben  und  dann  die  Identität  e) 
hinzufügen : 

b)  {x^ij){x-y)^2a{y-z)-2a{z  —  x)  =  0, 

c)  —2a{x-y)^  {y  +  z){y  —  z)-Y2a{z  —  x)  =  0, 

d)  J^2a{x-y)-2a{y-z)^{z-^x){z-x)  =  0, 

e)  (^x-  y)  +  {y  -  z)-\-  (z-x)  =  0. 
Man  sieht  auch  hier  sofort,  daß  die  Gleichungen   erfüllt 

sind,  wenn  x  =  y  =  z.  Wird  aber  diese  Lösung  verworfen, 
so  kann  man  aus  je  drei  der  Gleichungen  b),  c),  d),  e)  die  Ver- 
hältnisse der  drei  Differenzen : 

■V  —  y^   y  —  ~>   -—^ 

eliminieren.     Aus  b),   c)  und   e)  findet  man  z.  B.  ohne  Mühe: 

f )  {x  ^  y  -^  2a){y  ^  z  -2a)  ^  \Q  a^  =  0. 

Diese  Gleichung  f)  wird  nun  nicht  mehr  zur  Identität  für 
X  =  y  =  z.  Stellt  man  sie,  oder  eine  andere,  dem  Zyklus  (xyz) 
entsprechende  den  Gleichungen  a)  zur  Seite,  so  ist  also  die 
Körperdiagonale  BH  eliminiert  und  es  bleibt  der  andere  Teil 
des  Ortes  übrig. 


Lösungen.  271 

Viel  vortüilhiiftcr  aber  ist  es,  die  Gleichungen  bj,  cj,  d),  e) 
zu  einer  Paranieterdurstellung  zu  benutzen.    Setzt  man  nändich: 

X  —  // 
und  benutzt  e),  so  folgt: 

(y-s)  =  k{x-y),     {,-x)^  _(i-^A)(.r-//). 
Dies  gibt,  in  b),  c),  d)  eingesetzt: 
.r-f//  =  -2a(l  4-2A),  //  +  ^  =  ^  a  ^  | -^  z^x=  -2a^~^ 

und  hieraus: 

2A8+5A2  +  3A+2  —  2A3— A2+ A-|-2 

.  g)  ./;  =  —a r—-^ ,  y  =  a 


=  a 


A2  +  A  '  ^  A2  -f  A 

2A3-|-3A2-f5A+2 


A2+ A 

Diese  Parameterdarstellung  gehört  dem  anderen  Teil  des 
gesuchten  Ortes  an.  Er  ist  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung 
(§  22)  und  liegt  auf  einer  Umdrehungsfläche  zweiter  Ordnung, 
deren  Gleichung  aus  f)  und  den  durch  den  Zyklus  [x  y  z)  ent- 
stehenden durch  Addition  entspringt.     Sie  ist: 

./•■-'  +  f  +  -32  +  3  Ji-?/  +  3  y^  +  3  .ea;  +  36  tt2  =  0 
(vgl.  S.  46  u.  47).  Die  Umdrehungsachse  ist  die  Diagonale  BH. 
Der  Zyklus  {xyz)  zeigt  übrigens  an,  daß  die  Kurve  von 
jeder  z\i  BH  senkrechten  Ebene  in  den  Ecken  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  geschnitten  wird  (Übungsaufgabe  3,  §  7). 
Dies  folgt  a  priori  aus  dem  Umstände,  daß  durch  ein  drittel 
Umdrehung  um  BH  die  drei  Kanten  FG,  Cl)  und  ÄE  zyklisch 
ihre  Lage  wechseln. 

2.  Man  erhält  bei  passender  Wahl  des  Koordinatensystems 
die  beiden  Gleichungen: 

a)        x^^z^  —  2zR  =  0,     y2^^2_2^i- =  0, 
also,  wenn  s  zum  Parameter  gemacht  wird: 


b)  X  =  V2  zB  —  z\    y  =  f2zr  —  z^.  " 

Es  gibt  aber  auch  rationale  Darstellungen,  die  freilich 
nicht  so  einfach  auf  der  Hand  liegen,  da  man  wohl  sofort 
eine  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke  zweiten  Grades 
rational  machen  kann  (vgl.  z.  B.  I,  §  24),  aber  im  allgemeinen 
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nicht  zwei  solche  zugleich.  Hier  aber  haben  beide  den 
Faktor  ^z  gemein  und  dieser  Umstand  ist  zu  benutzen.  Aus  b) 
folgt,  daß  auch:  

y'-l  U  —  z 
'2r  —  z 
rational  werden  muß.     Nach  Einführung  von  ti  wird: 

2ru^-2R   ^r,            2u^{R-r)    ^              2(R-r) 
c)  z  =. ^ — ,  2Ii-z:= ^; — -    .  2r-z  =  — ^' 


Man  sieht,  daß  nur  noch  y2rw2  —  2  U  rational  zu  macheu 
ist.  Dies  geschieht  dadurch,  daß  man  die  Wui'zel  als  Produkt 
schreibt  und  das  Verhältnis  der  Faktoren  als  neue  Veränder- 
liche t  ansieht.     Also: 

d)    i^^'^^,  u=^^']^^:, 

Nach  Einsetzen  in  c)  und  darauf  in  b): 

N 


_  Arj R  iR  —  rt{\—P)  _  8RrP 

y  —  -^  ,     ^  —       Y     ' 

wo:  ]S  =  B{l^t^y  —  r{\—r^K 

3.  Es  seien  Pj  ( — «,  y,,  -|-a),  Pgf-f  «,  — «,  z^),  3I(j\i/.z) 
die  drei  Punkte.     Dann  ist  zunächst: 

—  a  -\-  a         .  Wi  —  a  Zo  ^  a 

Da   Pj    und   Po    in    einer   durch   die   Kante   FG   (y  =  a, 
z  =  — a)  gehenden  Ebene  liegen,  so  muß  sein: 
?/i  —  a —  a  —  a 

(i  -{-  a  Z2-\-  a 

Daher: 

X  =  0,     y^  =  —  a-, 

d.  h.  die  Kurve  ist  eine  gleichseitige,  in  der  ^^-Ebene  liegende 
Hyperbel. 

4.  Da  die  Massenpunkte  sich  gleichförmig  und  geradlinig 
bewegen  sollen,  so  werden  ihre  Koordinaten  ganze,  lineare 
Funktionen  der  Zeit  f,  also: 

•^1  =  «I  +  hf,     yi  =  c,+  cJ^t,     £1  =  (»i  +  f\t   usw. 
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Mithiu    werden    auch    die    Koordinaten    des    Schwerpunktes: 

lineare  Funktionen  der  Zeit;  d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich 
auch  geradlinig  und  gleichförmig.  Offenbar  gilt  der  Satz  auch 
für  beliebig  viele  Massenpunkte. 

§7. 
1.    Die  Gleichung  der  Ebene  möge  sein: 
ax  -\-bij-\-cz-\-d  =  0 
und   Hessesche   Xormalform    haben.     So    entstehen    die   vier 
Gleichungen : 

«)   a  -\-  b  —  c  -\-  d  =  0, 
ß)    —4:a-\-b0-\r8c-\-d  =  ±l, 
y)    -irSa-\-4b-\-2c-\-d  =  ±2, 
d)   a-^  +  /;2  -f  c2  =  1. 
Jede  Vorzeichenkombiuation   auf  der  rechten  Seite   in   /3) 
und   }')  gibt  zwei  Lösungen,  also  zwei  Ebenen.     Da  aber  die 
Gleichungen  a),  ß),  y),  Ö)  richtig  bleiben,  wenn  man  alle  Vor- 
zeichen von  a,  b,  c,  d  und  die  Vorzeichen  der  rechten  Seite  in  ß) 
und  y)  wechselt,  so  entstehen  nur  vier  Ebenen  (d  soll  nach  §  7 
übrigens  negativ  sein!).    Drückt  man  a,  b,  c  aus  «),  /3),  y)  durch 
d  aus,  setzt  in  d)  ein,  löst  die  quadratische  Gleichung  für  d 
auf,  bestimmt  dann  vermittelst  der  eben  genannten  Ausdrücke 
a,  b,  c,  so  entstehen  die  Gleichungen  der  vier  Ebenen. 
Sie  sind: 

r      (—  15  1/1449  +  610)  X  +  (33  Vl449  +  501)  yl 
L+(— 23V1449  +  321)  ^  —  (41  Vl449  ±  790)    J 


V1449  +  321)  ^  — (41  V1449  +  790)    J  _ 

1843  "~    ' 


(— 15  V1217  +  946)  X  4-  (33  Vl217  +  499)  yl 
+  (—  23  V1217  +    99)  z  —  (41  V1217  +  1346)  J 


1843 


0. 


2.  Es  seien  Po (.io ^/o ^o),  Fii^Wi^i),  F^ioc^y^^o)  die  drei 
Schnittpunkte  der  Ebene  mit  /q,  7i,  /2-  Das  Verhältnis  n^^-.n^-.n^ 
gilt  auch  für  die  Projektionen  der  Dreiecke,  z.  B.  auf  die 
a:j/-Ebene.    Also: 

ÜQ  :  »1 :  »2  =  '^'i  ^2  —  llx  Xi  :x.2yo  —  ^2^0  :  «^o^i  —  Vo^v 

18 
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Daher : 

«)     ^»0^0  +  "l-^l  +  »'2^2   =   0,       llolfo  +  n^y,  +  Ji2i/2   =   0, 
no^O  +  ^l^l  +  ^2^2  =  0. 

Nimmt  man  für  die  Darstellung  der  Punkte  einer  Geraden 
die  Form  7),  §  2,  also: 

ß)    Xo  =  aQ  +  fiQ^o,     yo  =  h  +  l^oVo,     ^o  =  Co+.Uo^o    usw., 

so  entstehen  nach  Einsetzen  in  a)  drei  Gleichungen  ersten 
Grades  für  (Uo,  fii  und  ju-g,  aus  denen  diese  eindeutig  (im  all- 
gemeinen) zu  bestimmen  sind.  Darauf  berechne  man  aus  ß) 
die  XqIJqZq  usw.  und  lege  durch  Pq,  Pj,  P^  ^^^  Ebene,  welche 
dann  die  verlangte  ist. 

3.  Die  Gleichung  ist:  x-\-y  -\-  z  —  {a-\-h  -\-  c)  =  0.  Die 
drei  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck,  denn  jede  Seite 
ist  V(a  —  by  +  {b  -c)2  +  {c  —  a)^. 

§8. 

1.  Soll  eine  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  E(,  und  E^ 
gehen,  so  muß  ihre  Gleichung  die  Form  haben: 

{4rX-]-dy  —  6z+\6)  +  X{~-3x-{-2y-\-4:0—7)  =  O. 

Soll  sie  ferner  auf  E2  senkrecht  stehen,   so  ist  nach  2a): 

(4  —  3  A) .  1  -f  (3  +  2  A)  .  4  -f  (—  5  +  4  A)  .  (—  2)  =  0, 

oder: 

26  —  0  A  =  0. 

Die  Gleichung  der  Ebene  ist  daher: 

3(4:X^3y  —  öz^l6)-\-26{—3x-\-2y  +  4z  —  7)  =  0. 

Ebenso  folgen  die  Gleichungen  der  beiden  anderen: 

—  26(— 3:r-l-2?/-l-4^  — 7)— 26(a-+4y  — 2^+5)  =  0, 

2e  (x  +  4:y  —  2  jz  -\-  b)  —  3  {4x  ^  3 y  —  b £  -\-  16)  =  0. 

Die  Addition  gibt  identisch  0  =  0,  also  folgt  aus  zwei 
Gleichungen  die  dritte. 

Ä.  Man  ermittele  zunächst  zwischen  den  fünf  linken  Seiten 
«0,  Mj  ...  der  Gleichungen  die  Identität  11): 

^o^<o  +  ^i«i  +  '^2^2  -1-  A3  «3  -h  A^M4  =  0, 


i 
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welche  sich  iu  die  vier  Gleichungen  auflöst: 

4Ao-3A, -f     A2+     A3-2/I,  =  0, 
c{Ao-f-2Ai-f-4A2  1     A3  +  5A,  =  0, 
—    5  Aq  4~  4-  ^1  —  2  Ag  -j-    A3  —  o  A^  =  0, 
+  I6A0  — 7Ai-f  5A2  — 5A3+  7A,  =  0. 
Hieraus  (in  kleinsten  ganzen  Zahlen): 
Ao  =  +  126,  Ai  =  +41,  X^  —  —325,  A3  =  +200,  A,  =  +  128. 
Dann  ist  die  Gleichung  einer  der  zehn  Ebenen: 
Ao«o  +  AiMi=0,    d.h.:    381  a:  +  400  ?/  — 466  ^~  +  1729  =  0. 
(Denn  sie  geht  zunächst  durch  die  Gerade,  in  welcher  E^ 
und  JE*!  sich  schneiden,  andererseits  kann  ihre  Gleichung  nach 
der  Identität    in    die   Form   A2M2  +  ^s^'s  +  ^iW4  =  0   gebracht 
werden,  also  geht  sie  auch  durch  den  Durchschnittspuukt  von 
^2,  E,  und  E,.) 

3.  Wählt  man  irgend  ein  TJ  und  irgend  ein  F,  so  gibt 
es  immer  ein  TT,  welches  mit  ihnen  zusammen  eine  Identität 
liefert,  z.  B.: 

«)        f/:  +  Fi-TT\  =  0,     U,-V,-W,^0, 

Solcher  Identitäten  kann  man  16  bilden.  Jede  gibt  eine 
der  16  Geraden.  Die  erste  z.  B.  als  Durchschnittsgerade  der 
drei  Ebenen: 

ß)  L\  =  0,     F,  =  0,     TF,  =  0, 

und  die  zweite  als  Durchschnittsgerade  der  drei  Ebenen: 

y)  i\  =  0,    F2  =  0,    TF2  =  0. 

Die  beiden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P,  da 
sie  in  ein  und  derselben  Ebene  TJ^^  =  0  liegen.  Durch  den 
Punkt  P  gehen  aber  außerdem  noch  zwei,  im  ganzen  also  vier 
Gerade.  Denn  aus  ß)  und  y)  folgt  unter  Zuhilfenahme  der 
Identität  a)  (oder  auch  der  Definitionen  der  F  und  TF  durch 
die   TJ)  auch  noch  U^  =  0,  und  damit  auch: 

8)  U2  =  0,     F2  =  0,     W,  =  0, 

8)  u,  =  0,    r,=  0,    w,  =  0, 

d.  h.  wieder  zwei  Gerade. 

Solcher  Punkte  P  sind  12  vorhanden.  Denn  in  jeder 
Ebene  U  =  0  liegen  sechs  von  ihnen,  und  umgekehrt  gehen 
durch  jeden  Punkt  zwei  dieser  Ebenen. 

18* 
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Auch  die  12  Punkte  P  zerfallen  in  drei  Gruppen  zu  je 
vieren;  derart,  daß  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Punktes 
der  ersten  Gruppe  mit  irgend  einem  Punkt  der  zweiten  Gruppe 
eine  der  16  Geraden  sein  muß  und  durch  einen  Punkt  der 
dritten  Gruppe  geht.     Der  eben  genannte  Punkt: 

P:(U,  =  0,   U^  =  0,   F,  =  0,    r^  =  0,   W,  =  0,   W^  =  ()) 
und  der  Punkt: 

gehören  zu  verschiedenen  Gruppen.    Sie  liegen  auf  der  Geraden : 

u,  =  0,    r,  =  0,    w,  =  0, 

und  auf  derselben  Geraden  liegt  auch  der  zur  dritten  Gruppe 
gehörende  Punkt: 

P":{U,=0,   U,  =  0,   r,  =  0,   F,  =  0,   W,=0,   W,=()). 

Die  am  Schluß  der  Aufgabe  angegebene  Identität  ist  durch 
Einsetzen  der  F  und  W  aus  ihren  Definitionen  nach  einigen  Um- 
formungen nicht  allzu  schwer  als  richtig  zu  erkennen.  Sie  zeigt 
noch  einmal,  daß  jede  Ebene  U^  0  und  jede  Ebene  V=  0  mit 
einer  Ebene  W  =  0   sich  in  einer  Geraden  schneiden  müssen. 

Setzt  man  im  besonderen: 

so  fallen  die  vier  Ebenen  ü"  =  0  mit  den  drei  Koordinaten- 
ebenen und  der  unendlich  fernen  Ebene  (f'^  =  0)  zusammen, 
während  die  Ebenen  F  =  0,  TT'^  =  0,  wie  man  sofort  erkennt, 
von  den  Achsen  absolut  genommen  dieselben  Stücke  a  ab- 
schneiden, also  die  acht  unendlich  erweiterten  Flächen  eines 
regulären  Oktaeders  bilden.  Von  den  16  Geraden  sind  12  die 
Kanten  des  Oktaeders,  vier  liegen  unendlich  fern  (Durchschuitts- 
linien  paralleler  Grenzflächen).  Von  den  12  Punkten  sind  sechs 
die  Ecken  des  Oktaeders,  die  sechs  übrigen  unendlich  fern. 

Wann  wird  die  Konfiguration  ein  Würfel?  Die  12  Ebenen 
sind  die  Flächen  und  Diagonalebenen,  die  12  Punkte  sind  die 
Ecken,  der  Mittelpunkt  und  die  drei  unendlich  fernen  Punkte 
der  Kanten,  die  16  Geraden  sind  die  12  Kanten  und  die  vier 
Körperdiagonalen. 
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1.  l  soll  durch  P  gehen  und  /j  und  1^  schneiden,  also 
nach  1),  10a)  und  2a)  die  fünf  Gleichungen: 

e  +  7 rt  (   b-\-Sc^  \d  —  ,,  =  ^'      e  =  hc  —  ad. 

Aus  den  beiden  ersten  folgt:  i  =  2  —  a,  cZ=  — 3  —  c, 
also: 

e  =  (2  —  a)  c  —  a  ( —  3  —  <?)  =  3  a  -j-  2  c, 

und  nach  Einsetzen  in  die  i dritte  und  vierte  Gleichung: 

—  a  — 3  c— 13  =  0,      9a  +  |-c  =  0. 
Daher : 

a  =  -f  2,6,    h  =  —  0,6,    c  =  —  5,2,    ^  =  +  2,2,    e  =  —  2,6, 
und  die  beiden  Gleichungen  von  l  werden: 

/)  y  =  2,6  ic  —  0,6,     z  =  —  5,2  a;  +  2,2. 
Die  beiden  Schnittpunkte  mit  ?i  und  /g  werden: 

P,(+6,  +15,  -29),      P,(_|,  -25,  -1-.^). 

2.  Es  seien  ao,  Z/q,  Cqi  f^o  clie  Koordinaten  von  l  vor  der 
Drehung  und  Po(^o??/oi^o)  irgend  ein  Punkt  auf  ihr.  Also: 
y^  =  «oiCo  +  &01  -^0  =  ^0^:0  -|-  <:?o-  Nach  der  Drehung  möge  Po 
in  die  Lage  F{x^y^s)  gekommen  sein.     Es  wird  nach  3a),  §  3: 

Xq  =  .r,     y^  =  y  cos  (p  —  z  sin  (p,     0^  ■=  y  sin  q)  -\-  0  cos  qp, 
und  durch  Umkehrung: 

y  =  yf^coscp  -\-  2o  sin  9  =  (ao  cos  9?  +  f 0  sin  9p)  x 

-\-  (b  cos  9)  +  f/o  siu  9), 
^  =  —  yosinq)  -\-  ^0  cos  <jp  =  ( —  «0  sin  qo  +  Cq  cos  9?)  x 

-\-  ( —  bo  sin  qp  +  c^o  cos  9), 
also  nach  der  Drehung: 

a  =  tto  cos  qp  +  Cq  sin  qp,  b  =  b^  cos  qp  4-  £?o  sin  qp, 

c  =  —  tto  sin  qp  "t-  Co  cos  qp,     d  =  —  60  sin  qp  -[-  f^o  cos  qp 

^^^  e  =  bc  —  ad  =  boCf,  —  a^^do  =  Cq, 

d.  h.  die  fünfte  Koordinate  e  hat  sich  nicht  geändert  [vgl.  10  a), 
§  10,  X  und  L  bleiben  dieselben]. 


278  Lösungen. 

3.  Die  drei  Schnittpunkte  sind: 

Die  Bedingung,  daß  Ä  Mitte  von  B  und  C  sein  soll,  kann 
also  nach  8  a),  §  2  in  den  drei  verschiedenen  Formen  geschrieben 
werden : 

a         c  '    c  a 

Sie   gehen  nach  Einführung  von  e  =  hc  —  ad  in  dieselbe 

Formel  über:  ^  7  ,    , 

0  =  ad  -\-  bc. 

4.  Bezeichnet  man  y  —  ax — b  mit  U  und  2  —  er  —  d 
mit  F,  so  sind  die  Gleichungen  der  vier  Ebenen: 


u=o,   F=o,    u—-v  =  o,    u-!^r=o. 

c  a 


b\ 


Sie  werden  harmonisch  (I,  §  10,  S.  126),  wenn  —  =  -  f--  \, 

d.  h.  0  =  ad-\-bc. 

(Also  merkwürdigerweise  dieselbe  Bedingung  wie  in  3.) 
Dies  ist  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  Satzes:  Das 
Doppelverhältnis  zwischen  den  Schnittpunkten  irgend  einer 
Geraden  l  mit  den  vier  Flächen  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem 
entsprechenden  Doppelverhältnis  zwischen  den  vier  Ebenen 
durch  l  und  die  Ecken  des  Tetraeders. 

§10. 

1.  Eine  Gerade  7  ist  zur  a^-Achse  rechtsgängig,  wenn  X 
und  L  dasselbe  Vorzeichen  haben,  linksgängig,  wenn  entgegen- 
gesetzte. Oder  auch,  je  nachdem  XL  positiv  oder  negativ. 
Desgleichen  bestimmen  die  Vorzeichen  von  YM  und  ZN  die 
Links-  oder  Rechtsgängigkeit  von  l  in  bezug  auf  die  y-  und 
^- Achse.  Da  nun  XL  -\-  YM  -\-  ZN  ^  0,  so  können  nicht  alle 
drei  Ausdrücke  dasselbe  Vorzeichen  haben;  also  kann  auch 
keine  Gerade  zu  allen  drei  Achsen  rechtsgängig,  oder  zu  allen 
drei  Achsen  linksgängig  sein. 

Ä.  Wenn  7  den  Würfel  schneiden  soll,  so  müssen  dies 
auch  alle  durch  7  gehenden  Ebenen  tun  und  umgekehrt.  Man 
betrachte  also  zunächst  die  drei  Ebenen  9): 

a)   yZ-3Y-L  =  0,  zX-xZ-M=0,   xY-yX-X=0. 
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Für    Punkte    innerhalb    des   Würfels    ist   ix'<a^    1^1  <«i 
\z\<a  und  umgekehrt. 
Es  folgt: 

ß)  \L\<a\Y\-\-a\Z\,  |M|  <a|2|  +  a|X|,  |JVj  <a!X|  +  airi. 

Diese  Ungleichungen  sind  daher  notwendig.  Daß  sie  aber 
auch  hinreichen,  läßt  sich  folgendermaßen  beweisen:  Man  be- 
trachte eine  beliebige  durch  l  gehende  Ebene: 

{yZ—zY—L)-\-k{zX  —  xZ—M)  =  0 
oder : 

^c  (_  AZ)  -f  yZi-  ^  (-  1'  +  AX)  —  {L  -h  Ail/)  =  0. 

Soll  diese  Ebene  auch  den  Würfel  schneiden,  so  muß  sein : 
y)     a|AZH-a[2|  +  a|  — r+AXi  — jL+AJf;  >  0. 

Diese  Ungleichung  besteht  für  alle  Werte  von  A  =  -|-  oo 
bis  A  =:  —  CO,  wenn  die  drei  Ungleichungen  ß)  richtig  sind. 
Denn  bezeichnet  mau  die  linke  Seite  mit  cp  (A),  indem  man  sie 
als  Funktion  von  A  betrachtet,  so  ist  sofort  ersichtlich,  daß  qp  (A) 
aus  mehreren  aneinanderstoßenden  linearen  Funktionen  besteht. 
Denn  kZ  ist  entweder  =  AZ  oder  =  — IZ\  — Y-fAXi 
entweder  —  T+AX  oder  T— AX;  L-\-k3I  entweder  L+XM 
oder  —  {L-\-lM).  Die  Grenzen,  wo  die  Funktionen  aneinander- 
stoßen, sind  also: 

Nun  ist: 
(p{0)  =  a  Z  -^a\Y\  —  \L  >  0    (erste  der  Ungleichungen  /3), 
{Y\  YZ    .        7       ■      ,    YM 

*^VxJ  =  "^~i  +  '*  ^  ~  ^  +  "X"' 

oder  nach  der  Identität: 

XL^YM^ZN  =  0, 


d.  h 


•Pix)  =  " 


YZ 


X 


-\-  a\Z\  — 


^  -^'    I  ^         /         I   "T7  l        I  I   TZ  I  i  Ti*^  I  \ 

^-J  =  L^(air|.-|-alX|  — |A|), 


(p\^)  ~>  0    (dritte  der  Ungleichungen  ß). 

A  =  —  ^  ist  9)  (; 
negative  Glied  verschwindet, 


Für   A  = ^  ist  9)  (A)  sicherlich  positiv,  da  das  einzige 


280  Lösungeo. 


Nun  ist  noch: 

>o  1 

(zweite  der  Ungleichungen  ß). 


/,  =  -j-  oo  ^^ 


A  =  —  cx>  -^ 

Es  seien  Ä  und  B  irgend  zwei  der  fünf  Werte: 

Y  L 

-|-  oo,      0,      ^,     —  jg^,      —  o°, 

und  zwar  zwei  solche,  daß  zwischen  ihnen  kein  anderer  dieser 
Werte  liegt.  Dann  bezeichnet  cp  (A),  wie  gezeigt,  zwischen  /.  =  A 
und  A  =  J5  eine  lineare  Funktion  von  A,  die  an  diesen  Grenzen 
positiv,  mithin  auch  in  diesem  ganzen  Intervall  positiv  ist. 
Folglich  ist  rp  (A)  für  alle  Werte  von  A  zwischen  -\-  oc  und  —  oo 
positiv,  d.  h.  alle  durch  l  gelegten  Ebenen  schneiden,  d.  h.  7 
schneidet  den  Würfel. 

Die  Bedingungen  ß)  sind  also  notwendig  und  hinreichend. 

3.    Es   sei   P{x,y,z)    irgend    ein    Punkt   im   Räume   und 
P\  {-^ii  Vii  ^i)    derselbe    Punkt    nach    der    Schraubenbewegung. 
Dann  ist: 
Xi  =  X  -\-  h,     y^  ^  y  cos  a  —  ^  sin  oc,     ^^  =  ?/  sin  u  -\-  z  cos  a. 

Also,  wenn  ein  willkürlicher  Faktor  A  eingeführt  wird, 
nach  1),  3)  und  4),  §  10  die  Koordinaten  der  Verbindungs- 
linie FP^: 

X  :=  A/i,         Y  =^  A[— ^(1  —  cos«)  —  ^sina], 

Z  =  l[ysmu  —  z{\  —  cos  «)], 

i  =  A  (2/2  +  ^2)  sin  a,     M  =  zX  —  xZ,    N  =  .rY—iiY. 

Hieraus  sind  a;,  </,  ^  und  A  zu  eliminieren. 
Es    gibt    also    zwei    Endgleichungen.     Die    eine    ist    die 
Identität   XL -\- YM -]-  ZN  =  0.     Die    andere    folgt   aus   der 
Zusammenstellung : 

X  =  A/i,     72  -I-  Z2  =  2  A2  (if^  +  z-^)  (1  —  cos  «), 
L  =:  A  (i/2  -f  ^2)  sin  a, 
also  die  gesuchte  Gleichung  des  Komplexes: 

LX  — 7^(72  + Z2)  =  0,    wo    Ä;  =  [}cotg|-. 
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Nun  ist  nach  13)  und  14)  (tla  für  die  A'-Achse  alle  Ko- 
ordinaten außer  X  —  0  sind): 

J  =   --^^^^ cos  W   =   -T— ^--^=1    tgOP  =:  -i ■ , 

yya  +  Zä       ^     yx2  +  y2  +  za    ^^         x 

also  zuletzt: 

zl  =  ktg(p.     [Siehe  2),  §  11,  wo  z/tggj  =  /,-.] 

1.  Die  beiden  Ausdrücke : 

U  =  X,L,  -f  Y,  214  +  Z,N,  -\-  X,L,  +  Y,M,  +  Z,N,, 

V=  X,X,-^Y,Y,-^Z,Z, 
ändern   sich,  wie   aus    16)  und  16a),   >5  10  sich  erweisen  läßt, 
durch   keine   Koordinatentrausformation.     Dasselbe   folgt  auch 
aus  13)   und  14),  aus   denen   sich  ferner  nach  Übergang  von 
cos  (p  zu  tg  qp  ergibt : 

Macht  man  durch  eine  Koordinatentransformation  1^  zur 
X-Achse  (Lj  ^=  3Ii  =  iV^  =  F^  =  Zi^=  0),  so  wird  daher: 

-^  tg  9)  =  y  =  ^. 

Mithin  sind  l^  und  J^  zueinander  rechtsgängig,  wenn  U 
und  V  gleiche  Vorzeichen  haben  [vgl.  15),  §  9  und  Übungs- 
aufgabe 1,  §  10]. 

Die  Konstante  des  Komplexes  ist :  fc  =  ^  • 

2.  Man  lege  irgend  ein  Nullsystem  zugrunde  und  bilde 
irgend  ein  Tetraeder  T  in  demselben  ab.  Dann  entsprechen 
seinen  vier  Ecken  vier  Ebenen  und  seinen  vier  Flächen  die 
vier  Durchschnittspunkte  dieser  Ebenen.  D.  h.  dem  Tetraeder  T 
entspricht  ein  anderes  T'.  Nun  liegt  im  Nullsystem  jeder  Punkt 
auf  der  entsprechenden  Ebene,  also  sind  T  und  T'  einander 
zugleich  ein-  und  umbeschrieben. 

Es  seien  AB  CD  und  A^B^C^^D^  die  beiden  gleich  großen 
regulären  Tetraeder  T  und  T^.  Der  Umlaufssinn  B —  C — D 
(außen)  sei  =  B^  —  C^  —  D^  (außen).  Man  lege  die  Tetraeder 
so,  daß  Ai  in  die  Mitte  31  des  Dreiecks  BCD  und  A  in  die 
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Mitte  Jfi  des  Dreiecks  B^  C^  D^  falle  und  drehe  nun  noch  das 
Tetraeder  A^B^CiD^  um  seine  Höhe  A^A^  bis  die  Fläche  A^B^C^ 
(in  der  Erweiterung)  durch  D  geht.  (Dies  ist  auf  zwei  Weisen 
möglich,  da  nach  einer  weiteren  halben  Umdrehung  diese  Be- 
dingung wieder  erfüllt  ist.)  Dann  geht,  der  Symmetrie  ent- 
sprechend, auch  die  Fläche  A^C^D^  durch  B  und  A^D^B^ 
durch  C.    Also  gehen  die  Ebenen  von  T^  durch  die  Ecken  von  T. 

Ferner  sind  B^C^  und  A^D  als  Schnittlinien  der  Ebene 
AiBiC^  mit  den  beiden  Parallelebenen  B^CilJi  und  BCD 
einander  parallel.  Da  A^D  1  BC,  so  auch  BC 1  A^Ci.  Also 
auch  BC  parallel  AD^^  d.  h.  die  Ebene  ABC  geht  durch  Z),, 
folglich  auch  ACD  durch  B^,  ABB  durch  6\.  D.  h.  die 
Ebenen  von  T  gehen  durch  die  Ecken  von  2\. 

T  und  Tj  sind  also  tatsächlich  einander  zugleich  ein-  und 
umbeschrieben.  Die  Achse  des  zugehörigen  Nullsystems  ist 
offenbar  AA^  Bezeichnet  man  mit  a  die  Länge  der  Kanten, 
so    findet  man   den   Abstand  z/   des  Punktes  B   (oder  C,   D, 

Bif  6\,  Dj)  =  —  y  3.     Ferner   wird  der  Neigungswinkel  cp  der 
o 

Ebene  AiC^Di  gegen  die  Achse  durch  die  Formel  bestimmt: 
sinqp  =  -^,  tgqp  =  + — p=-  Also  nach  2),  S  11  die  Konstante 
des  Komplexes: 


h  =  zItgcp  =  ±-^^]/6. 


».    Die    beiden   Punkte   seien:    Pi(«,  0, 0),    P^{—a,  0,0). 

Die  beiden  Ebenen  durch  l  und  1\  und  durch  1  und  Pj  sind: 
Ei'.xL  -^  ij  {aZ  -^  31)  -j-  z  {—  aY  -\-  N)  —  aL  =  0, 
E2  :xL-\-y{—aZ-\-  M)  +  ä (aY  +  Is)  -\- aL  =  0, 

sie  stehen  senkrecht  aufeinander,  wenn: 

und  dies  ist  die  gesuchte  Komplexgleichung. 

§12. 

1.    Es   seien  F{xyz)   und  Bi{oL\y^z^)   irgend   zwei  Punkte 
der  Kurve,  also: 

x^  x^  .r,2  rr.s 
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Die  Koordinaten  ihrer  Verbindungslinie  werden  nach  1) 
und  4),  i^  10,  wenn  der  gemeinsame  Lliktor  Xi  — x  fortgelassen 
und  an  seine  Stelle  ein  beliebiger  anderer  Faktor  k  gesetzt 
wii-d : 

«3  a-  a 

Aus   «)   und   /3)   sind  A',  :r,  x^  zu  eliminieren.     Man  erhält 
ohne  Mühe  folgende  Endgleichungen: 
'    y)  XL-\r  YM-\-ZN  =  0, 

ö)  MX^NY  =0, 

£)  XLa  —  N^  =  0, 

I)  ZXa  —  Y^a  +  i\X  =  0. 

y)  ist  nichts  anderes  als  die  Identität  2),  §  12.  Die  drei 
anderen  aber,  ö),  £),  ^)  sind  wirkliche  Komplexgleichungen,  die 
von  allen  Sekanten  der  Raumkurve  erfüllt  werden  müssen.  Sie 
sind  aber  nicht  voneinander  unabhängig,  denn  zwischen  den 
linken  Seiten  (/,  F,  TF,  B  der  Gleichungen  y)^  d),  f),  |)  finden 
die  Beziehungen  statt: 

(^aü  —  W)X  —  arY—NR  =  0, 
(^aU—  W)  Y-  V{aZ-\-  N)  +  WIB  =  0. 

Setzt  man  also  F  =  0,  ü  =  0,  so  folgt  entweder  X  =  0 
und  r  =  0  oder  a  C/—  TF  =  0,  d.  h.  TF  =  0.  Aber  X  =  0, 
r  =  0  gibt  entweder  iV  =  0,  d.  h.  auch  U=V  =  W=1{  =  0, 
oder  Z  =:  0,  d.  h.  eine  unendlich  ferne  Linie.  Mithin  ist  die 
Gleichung  W  =  0,  hiervon  abgesehen,  eine  Folge  von  F  =  0, 
jR  =  0,  d.  h.  aus  e)  und  |)  folgt  ö). 

Eliminiert  man  aus  den  drei  Gleichungen  oc)  nur  k  und  x^, 
aber  nicht  x,  so  folgt: 

a'^{ZX—Y^)  -\-  axXY  —  x^X-^  =  0. 

Ist  X,  d.  h.  ist  der  eine  Punkt  F  gegeben,  so  stellt  diese 
Gleichung  eine  Bedingung  für  die  Richtung  der  Sekante  dar, 
da  X:Y:Z^=  cos  « :  cos /3 :  cos  7.  Sie  ist  vom  zweiten  Grade. 
Also  wird  die  Kurve  von  jedem  ihrer  Punkte  durch  einen 
Kegel  zweiten  Grades  projiziert  (vgl.  §  22,  Raumkurven  dritter 
Ordnung). 
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Ä.  Um  zu  den  Tangenten  überzugehen,  setzt  man  in  a) 
und  ß):  Vi  =i  x.     Es  folgt: 

u')  X  =  k,     Y=2k~,    Z=3k%, 

ß')         L  =  k^*      M=:-2k-^'      ]^  =  k-. 

Hieraus  außer  der  Identität  XL-\-  YM—ZN^=  0  noch 
die  drei  voneinander  unabhängigen  Gleichungen : 
l)  3N—aZ=();    2)  4XZ— SY^  =  0;    3)  4LX-- J/r=  0. 

3.    Um   die   Gleichung   der  Tangentenfläche   zu   erhalten, 
verfahre  man  nach  der  Vorschrift,  daß  aus  7)  und  9),  §  12  die 
Koordinaten   der  Tangente   eliminiert  werden.     Man  füge  also 
zu  1),  2),  3)  noch: 
4)    Zij  —  Y0  =  L;     5)    X^  —  Zx  =  31;     6)    Yx—Xi/  =  N. 

Daher : 
7)      —SXy^'6Yx  —  aZ=0;         8)    i  XZ— SY'  =  iJ; 

9)  —YZx^4ZXij  —  SXYz  =  0. 

Nun  ist  noch  X:Y:Z  zu  eliminieren.  Man  bemerke,  daß 
nach  Einsetzen  von  8)  in  9)  der  Faktor  1',  der  im  allgemeinen 
nicht  verschwindet,  fortgeschafft  werden  kann.     Es  folgt: 

10)  _  3  X^  +  3  Yy  —  Zx  =  0. 
Aus  7)  und  10): 

X:Y:Z={-x-^  +  ay) :  (- ,///  -f  az) :  3  (-  ij-  -f  xz), 
und  nach  Einsetzen  in  8) : 
1 1  j  4  (,^^•2  _  ay)  {,f  —  xz)  —  {xy  —  azY  =  0. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Tangentenfläche.  Sie 
ist  von  der  vierten  Ordnung. 

Eine  andere  und  hier  bequemere  Ableitung  von  11)  wäre 
folgende  gewesen: 

Man  bezeichne  das  x  des  Berührungspunktes  mit  ^,  so 
daß  nach  «'): 

X  =  A-,      r=2Ä;^,     Z=3k^- 

Dann  ist  nach  1),  §  10,  wenn  F{xyz)  ein  beliebiger  Punkt 
der  Tangente:   .r  =  ^  -[-  X,   i/  =  j^  4-  Y,  „^  =  ^  -f  Z,  also,  da 


^^   <.      I3 

n  = 

12) 

x  =  t  +  A:, 

e 

=  >-4-3Ä-^ 
d'  ■        a- 
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Eliminiert  iiuiu  mm  ^  uud  k,  so  folgt  wieder  11).  12)  ist 
eiuc    angemessene   Parameterdarstellung   der   TangentenHäche. 

4.  Man  lege  zunächst  durch  drei  beliebige  Punkte  der 
Kurve  mit  den  Abszissen  x\,  «"a,  a'g  eine  Ebene  mit  den  Koordi- 
naten w,  f ,  tv,  so  daß : 

ux^  +  V  -^''  -\- w  ^''  -\- \  =  0,        ui\  -\r  V  ^^  +  ,r  ^'  +  1  =.  o, 

Ist  umgekehrt  E{u^v^w)  gegeben,  so  sind  a^^x^^x^  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung: 


oder 
also: 


a'2  a'3 

ux  -\-  V      4-  IV  —  4-  1  ^  0, 
a  a^ 

— -  —        yX^  -r  ''^2  T  ^3)1  —  ^1^2    1    ^2  ^'3  "T  '"^s^i 

,,.    /y>     /y*     /v» 

«A/l    t4/0  vt/O   • 

w  ^    ^    ^ 

Für   eine  Schmiegungsebene  fallen  die  drei  Schnittpunkte 
zusammen,  also  x^  =  X2  =  x^  :=  x  und: 

av  a-n  \       a^ 

IV  IV  tu 

'"'S"''''^  „»  3  ,3« 

a?3 '  X  ^    x-^ 

oder  auch:  .  ^ 

o  ,0  1 

W^' ,      V  =   -\ ,      IV  = 

X  y  ^ 

x^  x^ 

Oder  aucli,  da  v  =  — ,  £  =  —: 

,.,,  Sy  ,    Sx  a 

lo)    u  = -.     V  =1  -\ ,     w  = 

az  az  az 

H,  V,  IV  erscheinen  nach  13)  als  lineare  Funktionen  ersten 

Grades   von   xyz  (mit  demselben  Nenner).     Da  die  Gleichung 

ux-\-vii  -f  tt'^-j-  1  =0  identisch  erfüllt  wird,  so  stellt  13)  ein 

Nullsystem  vor.     [Vgl.  3)  und  4),  §  11.]     Ein  Gleiches  gilt  für 

die  Zuordnung  von  Punkten  und  Schmiegungsebenen  bei  allen 

Raumkurven  dritter  Ordnung. 
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§13. 

1.  Da  man  nach  §  8,  S.  87  jeden  Ausdruck  ersten  Grades, 
also  auch  x,  y,  z  (und  auch  jede  Konstante)  als  lineare  Funktion 
von  irgend  vier  voneinander  unabhängigen  gegebenen  Aus- 
drücken ersten  Grades  darstellen  kann,  so  kann  jede  Gleichung 
zweiten  Grades  F{x^y.z)  =  0  auch  als  homogene  Gleichung 
zweiten  Grades  von  L\^  U^,  U^,  C/^  geschrieben  werden.  Sie  soll 
identisch  erfüllt  werden,  wenn  ZJj  =  0,  U2  =  0,  also  darf  sie 
kein  von  üi  und  Ü2  freies  Glied  haben,  d.  h.  die  Koeffizienten 
von  C/g^  U3  Ui  und  f,^^^  müssen  =  Ü  sein.  Ebenso  müssen 
die  Koeffizienten  von  Ui^,  U^  C/g  und  V^  verschwinden.  Also 
hat  die  Gleichung  die  Form: 

a  l\  Us  +  bL\  l\  +  c  l\  l\  +  d  U^  U^  =  0. 

2.  t'2  U3  +  Je  l\  U,  =  0. 

3.  Man  suche  die  Gleichungen :  L\  =  0,  U2  =  0,  U^  =  0, 
U,  =  0  der  vier  Ebenen:  PoP.Pa,  P1P2P3,  PaPs^o,  ^'sPoPa- 
Es  wird: 

Vi  =  X  -\-  y  —  z,     U2  =  X  ^y-\-2  —  2a,     l\  =  —  x  -\-  y -\- z, 
l\  =  x  —  y^z. 
Also  die  Gleichung  der  Fläche  nach  2): 

{x-Yy  +  z-2  a)  {x-y-^z)-^  k{x  +  y  —  z){-  x -^  y  ^  z)  =  0. 

Sie  soll  durch  den  Schwerpunkt  {x  =  y  =  z=z  —  \  gehen. 

Durch  Einsetzen  daher :  A-  =  -)-  1  und  nach  einigen  Reduktionen : 

a \ /  a\   .    u  /         a 

(Gleichseitiges,  hyperbolisches  Paraboloid.)  Schwerpunkt 
zum  Anfangspunkt  gemacht,  so  ^1^1  +  -^^  ?/i  =  0.  Dann  noch 
um  3/1-Achse  Drehung  von  45",  so:  .1:2"  —  ^i^-\-  "^2  =  0>  9),  §  14. 

4.  aUJh^-hV,V,^cV,U,^äUJJ,^eUJJ,^fU,V,  =  0. 
(Beweis  wie  in  Übungsaufgabe  1.) 

§U. 

1.    Nach  20),  da  «n  =  a.^^  ^=  (^33  =  ^  wird: 

(ib        hc        ca       ,  ,  .,        7 .  ,  1   ;         _L 

=  —  =7-,     daher:     a-  =  b-  =  c-,     a  ^  +  0  =  +  c, 
c  a  b  ^  _  -   1 


^--)u--,  +^  </-oi  =  o- 
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d.  h.  Flächen,  deren  Gleichungen  die  Form  haben: 

:txy:^y^~\'  ^x  -\-  d^  -{-  cy  -\-  f  =  0 
sind  Umdrehungsflächen.     [Vgl.  Aufgabe  c),  i;  4.J 

Ä.    Wählt  man   das   Koordinatensystem   und   die   Bezeich- 
nungen so,  wie  in  Aufgabe  b),  §  4,  so  werden  die  Gleichungen 
von  ?! :    ^  —  ^  =  0,     X  sin  (p  -\-  y  cos  qp  =  0, 
von  /a  •   -3  -[-  ^  =  0,     xsmcp  —  y  cos  (p  =  0. 
Daher   nach  Übungsaufgabe  1,  §  13    die    Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  durch  l^  und  J2: 

«)  a  (^2  _  ^2)  _|_  ^  (a;2  sin2  cp  —  if  cos^  qp) 

-\-  c  {j3  -\-  ^)  {x  s'mq)  ~\-  y  cos  (f>) 
-\-  (I  (2  —  ■^)  {x  sin  (jp  —  y  cos  9;)  =  0, 
also: 

aji  =  6  sin- g?,  «22  =  — bcos^cp,      a^^  =  a. 

r,  —  d  c  4-  d   . 

«23  =    "2™  ^^^  ^'     "3^  ~       2~  ^^°  ^'     "^^  ~ 

Die  Fläche  soll  eine  Umdrehungsfläche  sein.  Da  a,2  :=  0, 
so  tritt  der  S.  158  erwähnte  Ausnahmefall  ein  und  es  muß 
entweder  auch  «23  =  0  oder  auch  «3^  =  0  sein.     Es  sei: 

«23    =    0, 

so  c  =  c^  und  20a)  gibt: 

(«11  —  «22)  («33  —  «22)  —  «31^    =    0, 

d.  h:  .   •  I 

b{a  -\-  u  cos^  (p)  —  c-  sin^  9)  =  0 ;    a  = ^—— • 

Nach  Einsetzen  in  a)  und  Multiplizieren  mit  h: 

ß)   (c2  sinä  (jD  —  ¥  cos2  (p)  (^2  —  ^2)  _j_  j2  (^x^  sin2  qp  —  y^  cos^  (p) 

-\-  2  bc  {xj3  sin  cp  -^  y  zJ  cos  qp)  =  0, 
also  jetzt: 

«11  =  b-  sin^  qp,     «32  =  —  b-  cos-  qp,     «33  =  c^  sin^  qp  —  b'^  cos^  qp, 
«23  =  0,  «31  =  Jcsinqp,  «12  =  0. 

Daher  nach  18)  oder  18  a),  wenn  dort  statt  a,  &,  c  (die  hier 
schon  gebraucht  sind)  A,  B,  C  gesetzt  werden,  zunächst :  jB  =  0, 
und  dann: 

&2sin2qp  =:  k-\-kÄ',  — Z^äcos^qp  =  A, 

c2  sin2  qp  —  6^  cos^  qp  =  A  -(-  Ä  C^,     6  c  sin  qp  =  /?  J.  C, 
hieraus : 
A  =  —  Z/2 cos2  qp,    kÄ^:=b^,    fe C2  =  c2 sin2  qp,    Ä;J.C  =  6c8in  qp. 
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Setzt  man  ^-  =  1,   so  hiernach  Ä  =^  b,  C  =  csincp  (oder 

auch  Ä  =  —  h,  C  =  —  c  sin  9). 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  mithin  nach  17): 
y)        —  h-  cos2  (p  (,7;2  ^  yi  -\-  z'^)  -f-  {hx  -\-  C2  sin  qp)^ 

-\-  2  bcy^  cos  (p  —  (c2  sin^  cp  —  b-  cos^  cp)  /J'^  =  0, 

oder,  wenn  statt  c  gesetzt  wird  cb  und  man  durch  b-  dividiert: 

ö)     —  C0S2  (jp  ^x^  +  (y  —  ^^g  ^j  +  ^^J  +  (:r  +  cz  sin  95)^ 

+  ( 1  +  c^)  z/2  cosä  (p  =  0. 
Der   Mittelpunkt   dieser   durch   1^    und   /a   gehenden   Um- 
drehungsfläche ist  M(o^  ,  Oj.     Die  Richtungskosinus  der 

Achse  sind: 

cos  « :  cos ß  :  cos y  =  Ä:  JB:  C  =  1 :  0 :  c sin  qp. 
Die  Achse  schneidet  daher  die  v/-Achse  und  steht  auf  ihr 
senkrecht.     Es   sei   |,  ?/,  ^  ein  beliebiger  Punkt  der  Achse,   so 

c/i 
1 : 0 :  6-  sin  Qp  =  ^  :  n  —  :  t, 

^         ^     '        cos  (jp    * 

folglich:  czi        ^        ^     . 

n  =  -  -     ,     i  =  Icsmqp. 
cos  qp 

Daher  nach  Elimination  von  c: 

.  r.  I T/  sin  qp  cos  qp 

Dies  also  ist  die  Gleichung  für  die  Fläche  aller  Um- 
drehungsachsen  (gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid).  Sie 
ist  dieselbe,  wie  in  Aufgabe  b),  §  4  (selbstverständlich  hat  jeder 
Punkt  einer  Achse  von  /^  und  \^  gleichen  Abstand!). 

Setzt  man  in  b)  als  besonderen  Fall:  c  =  0,  so  folgt: 
—  cos2  qp  (.7;2  -f  </2  4-  ^2)  -f  a:2  -|-  z/^  cos2  qp  =  0. 

Der  Mittetjiunkt  wird  M  (0, 0, 0)  und  die  Umdrehungsachse 
fällt  mit  der  a- Achse  zusammen.  Der  Kehlkreis  hat  den 
kürzesten  Abstand  AA^  (Fig.  8)  zum  Durehmesser.  ?i  und  7o 
vertauschen  ihre  Lage !     (Vgl.  S.  98.) 

Macht  man  endlich  den  noch  übrig  bleibenden  Ansatz 
ai3  =  0,  so  wird  c  =  — d.    Statt  der  Gleichung  ö)  erhält  man: 

fV)      —  sin-!qp    (./■ . \   _j_  ,/a  _)_  £rd  ^  (,/ -f  r„-cos  qp)- 

L,\         sinqp'  J 

+  (1  -f  c2)  ^-' 8in-2  (p  =  0. 
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Die  Umdrelmngsachse  sclincidut  die  ii?- Achse  senkrecht. 
Der  geometrische  Ort  der  Aclisen  ist  aber  dasselbe  gleichseitige 
hyperholisclie  Paraboloid  f).  Doch  die  Achsen  selbst  bilden 
die  andere  Schar  der  Erzeugenden  (§  12).  Durch  die  Drehung 
wird  stets  ein  und  dieselbe  Richtung  von  l^  in  ein  und  dieselbe 
Richtung  von  ^a  übergeführt,  wenn  c  ^^  rf,  und  in  die  zu  letzterer 
entgegengesetzte  Richtung,  wenn  c  =  — d.  Ist  übrigens  z/  rrr  0, 
so  schneiden  sich  /j  und  l^-  Die  Flächen  Ö)  und  Ö')  werden  zu 
Kreiskegoln,  und  das  Paraboloid  £)  artet  in  zwei  Ebenen  aus, 
nämlich  die  beiden  Ebenen  durch  das  im  Schnittpunkt  von  l^ 
und  7o  errichtete  Lot  und  durch  je  eine  der  beiden  Winkel- 
halbierenden.    (Selbstverständlich !) 

1,  Gemeint  ist  selbstverständlich  eine  orthogonale  Sub- 
stitution. Es  soll  nach  Ausführung  derselben  werden:  a'^  =  a'22 
=  a'33  =  0.  Also  auch  s'  =  a'u  -f-  a'22  +  ^^'33  =  0.  Nun  ist  s' 
eine  Invariante,  folglich  ist  die  gesuchte  Bedingung: 

.9   =    «„  -f  «22  +  «33    =    0- 

Ist  diese  erfüllt,  so  mache  man  den  Ansatz  a'„  =  0, 
«'22  =  0,  der  sofort  auch  die  Gleichung  «'33  =  0  nach  sich 
zieht.  Es  bleiben  daher  nur  zwei  Bedingungen,  und  die  Ent- 
fernung der  rein  quadratischen  Glieder  wird  auf  unendlich 
viele  Weisen  möglich. 

Der  Asymptotenkegel   erhält  nach  der  Transformation  die 

Gleichung: 

axy  -\-  hyz  -}-  czx  =  0. 

Er  geht  mithin  durch  die  x-^  die  //-,  die  ^-'Achse,  d.  h.  er 
hat  drei  aufeinander  senkrechte  Kanten.  Aus  der  Untersuchung 
geht  hervor,  daß  er  dann  aus  unzählig  vielen  solchen  Tripeln 
zueinander  senkrechter  Kauten  gebildet  wird. 

"Z.    Es  soll  sein: 

t   =    (au«22  —  «12')  +   («22033  —  «23'^)  "f  («33  «11  —  «13^)    =    0. 

Da  t  invariaut  ist,  so  hat  das  Nullsetzen  zweier  Klammer- 
ausdrücke auch  das  Nullwerden  des  di'itten  zur  Folge.  D.  h.  es 
ist  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich,  durch  Koordinaten- 
transformation die  drei  Bedingungen  zu  erfüllen: 

«n  «22  —  «12-   =   0,        «22«33  "  «23-   =   0,         agaön  —  O^s'   =    0. 

19 


290  Lösungen. 

Setzt  man,  nachdem  dies  geschehen,  in  die  <Tleichung  des 
Asymptotenkegels : 

a,ia;2  +  a^^^f-  +  a^^z^  -f  2  a^^yz  -f  2  u^^zx  +  2  a^.^.ry  ==  0 
^  =  0,  80  folgt  die  Gleichung: 

«„^■2  +  «22 !/^  +  2  «12./  i/  =  0,. 
welche  nun  zwei  einander  gleiche  Werte  für  y :  x  liefert, 
d.  h.  die  xy-Ebene  berührt  den  Kegel.  Dasselbe  gilt  von  der 
V^-Ebene  und  der  ^,7;-Ebene.  Dem  Asymptotenkegel  können 
also  drei  aufeinander  senkrechte  Ebenen  umschrieben  werden, 
und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 


..Da     »=|/^.    *=]/^.     -|/=7^', 

so  folgt  , 

4     1  -a'    3 


F  =^  —  Tiabc 

Nun  ist: 

daher : 

Ag  A3 


,       A1A2Ä3   =   z/, 


4        V(-i>)3 


§16. 

1.  Zunächst  muß  z/  =  0  sein,  da  die  Fläche  ein  Para- 
boloid  ist.  In  der  Normalform  lautet  ihre  Gleichung  naoli  9), 
^  li,  da  p  r=  q: 

Also:  «11  =  —TT—,    «22  =  -!-  :r~»    «33  =  0,    mithin   auch: 

«11  f  «22  +  a33  =  s  =  0. 

Folglich  sind  die  beiden  Bedingungen: 

z/  =  0,     s  =  0. 

2.  Nennt  man  das  konstante  Verhältnis  =—  /.•  und  benutzt 
dieselben  Bezeichnungen  wie  in  Aufgabe  b),  ^4,  nur  daß  die 
dortige  Größe  z/,  um  Verwechslungen  zu  vermeiden,  jetzt  cl 
genannt  wird,  so  erliält  die  Gleichung  der  Fläche  die  Gestalt: 

a)  [{z  —  f/)2  -\-  (.r  sin  (p  -\-  y  cos  cp)-] 

—  Ä;'^  [{z  -f  d)-  -f-  {x  sinq)  —  y  cos  qp)-]  =  0. 
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Also  nach  Kinführung  eines  willkürlichen  Faktors  /u: 
1))    «1,         a  sin-  ^  ( 1  —  /i-),    (I22  -~  /^  cos^  9  ( 1  —  A;^), 

«33        -   «(1—  /t'-ä),  028   "^   «31         ■   <^>- 

«,a  T     fi  sin  (p  cos  qp  (1  -|-  Ä;-),    (ti4  :—  «24  =  0, 

(Is,    —    —  fl(/  (1   +  /t2),  «44    r^    ,Uf^  (1  —  /C2). 

Man  findet  hieraus: 

c)  s  —-  2^(i  —  t^),     ^  r:^  jita  [( 1  —  k'^y  —  4r  /t2  8in2  cp  cosä  gj], 

.^  =:  —  4  iu,3  sin-  <p  cos-  gp  ( 1  —  k^)  kK 

Die  Berechnung  der  Determinante  vierten  Grades  JJ  ver- 
einfacht sich  hier,  da  «23  =  ^^si  ^^  ^*u  =  "24  ^  0,  sehr  erheb- 
lich; sie  verwandelt  sich  in  das  Produkt  zweier  Determinanten 
zweiten  Grades. 

d)  i)  =  (aiia22-ö^l2^)(flf33«44-«34^)=  +  16  [l'^lc*  (1^8111^  (fCOS^  (f. 

Nach  den  Kriterien  des  §  15  ist  die  Fläche  im  allgemeinen 
ein  einschaliges  Hyjierboloid,  da  D  positiv  ist  und  s  und  z/ 
ungleiche  Vorzeichen  haben.  Wenn  f?  =  0,  d.  h.  wenn  die 
beiden  Geraden  /  und  /j  sich  schneiden,  so  D  =  0,  d.  h.  die 
Fläche  ist  ein  Kegel.  Wenn  Ä;  =  1 ,  d.  h.  wenn  die  Abstände 
einander  gleich  sein  sollen,  so  s  =  0,  z/  =  0,  d.  h.  die  Fläche 
ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Wenn  qp  =  0,  oder  cp  =  90°, 
d.  h.  wenn  /  und  7j  parallel  sind,  so  D  =0,  z/  =  0.  Die 
Fläche  wird  zum  Zylinder*),  und  zwar  zu  einem  Kreiszylinder, 
da  die  kubische  Gleichung  für  X  in  diesem  Pralle  wird: 

A3  _  2   k^^  (1  —  /^2)  ^  1^2  (1  _  ^-2)2   =    0, 

welche  die  drei  Wurzeln  hat: 

k,  =  L,  =  ^{l~  Ä;2),     A3  =:  0. 

Setzt  man  aber  endlich  Je  =  0  oder  auch  Ä;=  00  (^  =  — j, 

so  Z)  =  0,  z/  =  0,  aber  auch  alle  anderen  Unterdeterminanten 
=  0.  Die  Fläche  zerfällt  in  zwei  imaginäre  Ebenen,  die  sich 
in  der  Geraden  1  bzw.  J^  schneiden.  Sie  wird  zum  unendlich 
dünnen  Zylinder. 


*)  Auch  unmittelbar  für  sin  99  =  0  oder  cos  9?  =  0  aus  der  Glei- 
chung a)  zu  entnehmen.  Folgt  auch  aus  dem  der  Elementargeometrie 
angehörenden  Satz  des  Apollonius. 

19* 
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Von  diesen  Grenzfällen  werde  abgesehen.  Die  drei  Glei- 
chungen 2),  §  15  für  den  Mittelpunkt  werden  hier: 

sin2  cp  (1  —  /.-) «  -|-  sin  9>  cos  95  ( 1  +  k'^)  ß  =  ^■t 
sin  (p  cos  cpu(l-\-  A-ä)  a  -f  cos2  <jp  ( 1  —  1:^)  ß  =  0. 
{1  —  h^)  Y  —  d  {l -\- t^)  =  0. 
Der  Mittelpunkt  ist  also: 

JK(0,0,di±|). 

Er  liegt  auf  der  ^- Achse,   d.  h.  der  Linie  des  kürzesten 

Abstandes  von  l  und  Zj,  aber  außerhalb  dieses  Abstandes. 

Die  kubische  Gleichung  13),  §  15  wird: 

A3  —  2  fA/12  (1  —  1:^)  +  ^n  [(1  —  /t2)2  —  4  ki  sin2  9  cos^  (p] 

+  4  fi3  sin2  cp  cos2  g?  ( 1  —  A-)  k^, 
oder : 

;.  [A  —  fi  ( 1  —  Ä;^)]2  —  4  /c2  ft2  sin2  qp  0052  g;  f  A  —  ,u  ( 1  —  A^ ; j  =-  u. 

Sie  hat  also  eine  Wurzel: 

A3    =    ^(1—  /t2), 

während  die  beiden  anderen  durch  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichung  entstehen: 

A2  —  ^a  A  ( 1  —  /t2)  —  4  k-  (i^  sin2  q)  cos2  cp  z=  0. 

Für  A  =  A3  =  fi  ( 1  —  /i-2)  wird  das  System  10),  §  15: 

—  cos2  95  (1  —  k-)  üs  -f  sin  q)  cos  cp  {l  ^  1c-)  bg  =  0, 

sin  cp  cos  qp  ( 1  +  Je-)  Qg  —  sin2  qp  (1  —  Ä-2)  bg  =:  0. 

während    die    letzte   Gleichung    identisch    0  =  0   wird.     Also 

Qg  :=  0,  (lg  =  0,  d.  h.  die  ^-Achse  ist  die  eine  Hauptachse  der 

Fläche.     (Da  Ag  und  z/  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 

ist  sie  eine  der  beiden  reellen  Achsen  der  Fläche.) 

Dies  war  auch  a  priori  aus  der  Form  a)  der  Gleichung  zu 
entnehmen,  da  das  einzige  in  ihm  enthaltene  Produktglied  la^iXii 
durch  eine  Drehung  um  die  ^- Achse  fortgeschafft  werden  könnte. 

3*  Zunächst  muß  die  Fläche  nach  58,  ein  einschaliges 
Hyperboloid  sein  (ausgenommen  die  dort  erwähnten  Grenz- 
fälle). Da  aber  s,  f,  ^  und  D  von  vier  voneinander  unab- 
hängigen Größen  ^i,  /.-,  (p,  (7  abhängen,  so  scheint  keine  Glei- 
chung zwischen  ihnen  zu  bestehen.  Bei  genauerem  Zusehen 
findet  man  aber  doch,  daß  aus  den  Ausdrücken  c)  für  s.  / 
und  z/  die  drei  Größen  f/,  I;  und  cp  eliminiert  werden  können. 


also : 
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Man  eliminiere  zunächst  cp  aus  t  und  J.     Es  folgt: 

^^  ^  ^  +  z/,     oder:     s^  -f  8  z/  —  4 /s  =  0. 

Diese  Bedingung  muli  also  erfüllt  sein. 
Man  kanu  sie  aber  auch  folgendermaßen  ableiten.    Es  war: 
A3  -  jt(l-/c-'), 
also  auch:  A3  =:  -- .     Diesen  Wert   setze  mau  in   die  kubische 

Gleichung: 

A3  — A--is+  Af  —  z/  =  0 

ein,  so  folgt  wieder,  wie  vorhin:  s^-j-Sz/  —  4fs  =^  0. 

-j-    A3     :^     S  ,       SC 

^1  "f~  ^2    ^=    ^3 


•S 

Da   ferner:   Aj -|- Ag -|- A3  ^^  s,    so  hier:   Aj -j- A2  =  „  und 
endlich : 


4.    Die  Fläche  sei: 

a)  -—  —  -. — — -  —  1  =  0, 

also:    l^  =  ~,   A2  =  —  p,  ^3  =  ^,  folglich: 

i— l^L      1— 1_1 

Die  Gleichung  a)  soll  aus  der  Gleichung  a)  in  2.  durch 
Verschiebung  des  Anfangspunktes  in  der  Richtung  der  ^~- Achse 
und  Drehung  um  dieselbe  entstanden  sein  (nach  Multiplikation 
mit  einem  Faktor  ^u).     Man  mache  daher  den  Ansatz: 

//ä  -1*2  ^2 

^)    a'^"~p  ^  ^  ~  ^  ^Prli^'^coscK,  +  (/sin«i)-i+  (^+  f?i)-^] 
—  pa^  [(x  cos  «2  +  ?y  sin  a^)-  +  (^  -f  f^a)']- 

Die  beiden  eckigen  Klammern  sind  die  Quadrate  der  beiden 
Lote  vom  laufenden  Punkte  P{xyz)  auf  die  beiden  Geraden 
mit  den  Gleichungen: 

X  cos  «1  -|-  //  sin  «1  =  0,     »-  -f-  d]^  ^=  0 
und 

X  cos  «2  +  2/  sin  «2  ^0,     ^'  -)-  c?2  =  0. 
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Also  behauptet  der  Ansatz,  daß  diese  beiden  Lote  ein 
konstantes  Verhältnis  2h  -Pi  haben.  Die  Identität  löst  sich 
in  die  sechs  Gleichungen  auf: 

c)  ^2  =  Pi^  ^°^'  "i  ~P^'  ^^^^  "21   -  ^2  =  Pi^  sin2«]  -^>2-  sin-'  a^, 

-1  =  Pi^di^-jh^^h^^   0--=^j2co8«isina, -jVcoswjSinaa, 

Die  drei  ersten  Gleichungen  sind  nicht  voneinander  un- 
abhängig,  da  aus  ihnen  die  Folgerung  gezogen  werden  kann: 

_1  —  _L       1 

02    ~   F  C2' 

welche  erfüllt  ist.  Es  bleiben  daher  nur  fünf  Bedingungen 
zwischen  den  sechs  Größen  2^1,  V2->  ^^n  '^21  <^ii  "21  ^-  ^^-  ^^'^'  An- 
satz b)  ist  in  der  Tat  auf  unendlich  viele  Arten  möglich.  Es 
gibt  unzählig  viele  Linienpaare,  für  welche  das  Verhältnis  der 
Entfernungen  konstant  ist. 

Um  pi,  'i).2^  dl,  ^2»  ^n  "2  ^us  den  Gleichungen  c)  darzu- 
stellen, muß  man  eine  von  ihnen,  oder  eine  andere  von  ihnen 
abhängende  Größe  willkürlich  annehmen.  Es  werde  j;i  -.p^  =^  ."? 
j^i  =  ^p2  gesetzt,  so  folgt  aus  der  dritten  Gleichung: 

Die  sechste  Gleichung  gibt: 

Man  setze  in  die  vierte  Gleichung  ein.     Es  wird: 


Pi'iPr-P2'y 
folglich  nach  der  dritten  Gleichung: 

dl  =  ",    d2  ^  c^i. 
{^  kann  sowohl  positiv,  wie  negativ  werden.) 
Um   die  Winkel  «j  und  «o  zu  berechnen,   entwickele  nuin 
aus  der  fünften  Gleichung: 


sin  «2 


^1'-    sm  «1  cos«, 
jV          cos«a 
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setze  iu  die  zweite  eiu  und  berechne: 

1         pi^  sin-  «1  (p2^  C082  «2  — Pi^  C082 «,) 

b'  2^2^0082  «2  ' 

oder  nach  der  ersten  Gleichung: 

a'^         yj,-sin-a,  sin^a. 

Mit   Hilfe   dieser  Gleichung   und   der   ersten   und   zweiten 
Gleichung  c)  folgt  dann  leicht: 

b  V'u-6-  -^a^  6  Vft'-ä  — u2a2 

cos  a,  =  — -,=.^ ,     cos  «0  =     — , — — , 

ti  }/b*  —  a*  ^0*  —  a* 


ayJb-^  —  ii'^a'^  aiu-^b^  —  a^ 

sin«,  =  — ^,— — ,     sin  «2  =  — -,-        — — 

.u  y  6^  —  a*  y  6*  —  a* 

Damit   das  Linienpaar   reell   wird,   muß   daher  (da  b>a) 

das  Verhältnis  a  zwischen    .,    und        liegen.     Innerhalb  dieser 

b  a       ° 

Grenzen  ist  aber  u  ganz  willkürlich.    Vertauscht  man  ju,  mit      , 

so   werden  offenbar  die  beiden  Linien  des  zugehörigen  Paares 
vertauscht,     (^i  ^  1  ausgeschlossen,  weshalb?) 

1.    Es  sei: 

mx  -\-  ny  ^^  pz  =^  0 

die  Gleichung  irgend  einer  Durchmesserebene.     Die  Richtungs- 
kosinus der  Normalen  verhalten  sich  nach  6  a),  §  7  wie  m:n:p. 
Es   sei  P(|,  >j,  ^)   irgend   ein  Punkt   auf  ihr,   so  verhalten  sich 
die  Richtungskosinus  andererseits  wie  | :  >/ :  ^.     Daher : 
^■V'^  —  m:n:p. 
Soll  r  =  MF  wie  verlangt  =  a'  (bzw.  =  b')  sein,  so: 

r''  =  ^^+»?-  +  ^^  =  +«'-(=  +b'^). 
Andererseits   nach    16):   A  =  — a'^(=  —&'-),  also   auch: 

A  =r  —  r\ 
Die  Gleichung  15)  ergibt  daher: 

l^g^  V^h'  t'c-^      ^  Q 

Dies  ist,  wenn  man  für  r-  seinen  Wert  ^-  -\-  rj-  -|-  ^2  einsetzt, 
die   Gleichung   der  Wellenfläche.     Sie  ist  nach  Fortschaffung 
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der  Nenner  nur  scheinbar  vom  sechsten  Grade,  da  in  ihr  der 
überflüssige  Faktor  r-  enthalten  ist.  Derselbe  kann  eliminiert 
werden,  wenn  man  so  umformt: 


Es  folgt  nach  Division  durch  r-: 
oder: 

«')  |2  (y2  _  J2)  (,-2  _  c2)  _^    ,j2  (,-2  _  ^2)  (,  2  _  «2^ 

4-  2;2  (r2  —  aä)  (r2  —  ¥)  —  (r^  —  a^)  (r^  —  b")  (r^  —  c^)  =  u. 

Die  Fläche  besteht  (den  "Werten  r  =  a'  und  r  =  b'  ent- 
siDrechend)  aus  zwei  Teilen,  einer  inneren  und  einer'»äußeren 
Fläche,  die  nur  in  vier  Punkten  [den  Kreisi^unkten  («'  =  //) 
entsprechend]  einander  berühren.  Bildet  man  den  Schnitt  mit 
einer  Hauptebene,  setzt  also  z.  B.  in  «')  i;  =  0,  so  folgt: 

(,•2  _  c2)  [^2  (,-2  _  J2)  _|_   y^2  (,-2  _  ^2)  _  (;-2  _  ^2)  {r^  —  b^)]    =    0, 

also,  da  r-  =  |2  _[_  ^2^  entweder: 

|2_l_^2_c2, 

d.  h.  ein  Kreis  mit  dem  Radius  c,  oder,  nach  kleiner  Umformung: 
rT  +  -  —  1  =  0, 

&2    ^    «2  ' 

d.  h.  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b,  aber  gegen 
den  zugehörigen  Hauptschnitt  des  EUipsoids,  wie  mau  sieht, 
um  900  gedreht.' 

Dies  Zerfallen  der  Schnitte  mit  den  Hauptebenen  in  einen 
Kreis  und  eine  Ellipse  ist  geometrisch  sofort  erklärt,  da  eine 
durch  eine  Hauptachse  gehende  Durchmesserebene  das  Ellipsoid 
in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  eine  Hauptachse  mit  dieser 
Hauptachse  zusammenfällt,  während  die  andere  in  der  senk- 
rechten Hauptebene  liegt. 

Ä.    Es  seien,  wie  im  Text: 

lex  —  l2-\-h  =  0,     Jc.T  4-  ?^  4-  \  —  0 
die  Gleichungen   der  Ebenen   der  beiden  Kreisschnitte,   so  ist, 
wie  dort  gezeigt,  die  Gleichung  der  Kugel: 
a:2  4-  ya  _^  ^2  _|_  xkbi  {h  +  7ii)  +  ^Ib'-  {h  —  h^)-\-  h^  (/?//,  —  l)  =  o. 
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Daher   ihr  Mittelpunkt  il7(«,  0, 7)    und   ihr  liadius  r   n.icli 

a)  «  = ^2 .     Y  =  —  2"         ' 

Will  man  hieraus  h  und  h^  eliminieren,  so  bilde  man  zu- 
nächst die  Korabination: 

Daher: 

ö'i    —  /,-2ft4  ^  ;2c4  ^    Ö2^    Ä2' 

oder  nach  Einsetzen  von  5)  und  leichter  Reduktion: 


Dies  ist  die  gesuclite  Beziehung  zwischen  a,  7  und  r.  Sind 
a  und  y  reell,  so  sind  nach  a)  auch  h  und  7<i,  also  auch  die 
Ebenen  der  Kreisschnitte  reell.  Die  Schnitte  selbst  aber  können 
sehr  wohl  imaginär  werden,  wenn  nämlich  die  Ebenen  das 
EUipsoid  nicht  schneiden.  Dies  trifft  im  besonderen  sicherlich 
zu,  wenn  r  =^  0,     Die  Gleichung  b)  gibt  dann: 

cc-  "A 

c)  -^-r^  -  77^—,  -1=0. 

a-  —  0^       0'  —  c- 

Dies  ist  die  sogenannte  Fokalhyperbel  des  Ellipsoids,  welche 
wir  später  auf  ganz  anderem  Wege  in  §  20  wiederfinden  werden*). 


*)  Diese  Ableitung-  der  Fokalkui'ven  ist  die  erste,  welche  man  über- 
haupt (durch  Verallgemeinerung  der  Brennpunkte  von  der  Ellipse  auf  das 
EUipsoid)  gefunden  hat.  Wie  in  I,  §  14,  S.  180  gezeigt,  sind  die  Tangenten 
von  einem  Brennpunkt  an  die  Ellipse  „Nullinien".  Oder  auch:  Der  Kreis 
um  einen  Brennpunkt  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  Null  bat  mit  der 
Ellipse  eine  doppelte  Berührung.  Eine  Kugel  nun,  welche  das  EUipsoid 
in  zwei  Kreisen  schneidet,  hat  aber  mit  dem  EUipsoid  auch  eine  doppelte 
Berührung  (in  den  beiden  Punkten  nämlich,  in  welchen  die  beiden  Kreise 
sich  schneiden).  Also,  so  schloß  mau,  suche  man  unter  allen  diesen 
Kugeln  diejenigen  auf,  deren  Radien  =0  sind.  Die  Mittelpunkte 
dieser  Kugeln  werden  dann  voraussichtlich  in  vielen  Beziehungen  den 
Brennpunkten  der  Ellipse  entsprechen. 
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^18. 
1.    Die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  P(xijz)  ist: 

a'i   ^   6^  ^  c^ 
Das  Verhältnis  der  Richtungskosinus  der  Normalen  mithin 

Normalen,  so 


.  ,    .  ^yenn  daher  P'(^,  tj,  ^)  ein  beliebiger  Punkt  der 

«2     Ij2      c2 

also  nach  Einführung  eines  Faktors  A: 

a)     l  =  ..-0 -„'.)'     "=-"0  +  fO'     5  =  ^('-.')- 
Für  ^,  ii,  >S  ist   der  Reihe  nach   zu   setzen:    /.  =  —  a-, 

Daher: 

&2  — a2       c2  — a2\        ^/    a^  —  h-     ^      c^  —  b-^ 


/      «•2_c.i  62_c-2  \ 


PQ:PR:FS=k,:l,:  A3  =  a-^ :  ?/^ :  c'-. 
(Vgl.  I,  §  14.) 

ä.    Die    Bedingung    des    Seukrechtstehens :    X  X,  —  Y  Y^ 
+  ZZi  =:  0  verwandelt  sich  nach  21)  in: 
a)  a2  XL  +  62  Y31  -f  c^ ZiV  =  0. 

Sie  wird  z.  B.  für  alle  Durchmesser  erfüllt  (L  =  31^  X'r=;  0) 
(Polaren  unendlich  fern,  also  von  unbestimmter  Richtung),  für 
alle  in  einer  Hauptebene  liegende  Gerade,  z.  B.  X  =  0,  71/  =  0, 
N  —  0,  für  alle  zu  einer  Hauptebene  senkrechte  Gerade,  z.  B. 
L  =  0,  y  -^  0,  Z  =  0  und  auch  für  alle  Normalen,  weil  die 
zugehörigen  Polaren  in  den  Tangentialebenen  Herren. 

3.  Die  Komplexgleichung  a)  der  vorigen  Aufgabe  bleibt 
unverändert,  wenn  a  :b :  c  unverändert  bleibt,  also  für  alle 
ähnlichen,    ähnlich    gelegenen    und    konzentrischen   EUipsoide. 
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Vermöge  der  Identität  XL  \-  YM  \-  ZN  =^  0  kann  sie  aber 
auch  so  geschrieben  werden: 

(a-=  I-  l)  X  L  +  {h-^  +  A)  YM^  (c=^  f  A)  ZiV  =  0, 

d.  h.  die  Komplexgleichung  bleibt  auch  für  alle  konfokalen 
Flächen  dieselbe.     Setzt  man  z.  B.  A  =  — a-,  so: 

(62  —  «2)  YM  -f  (c2  —  a2)  ZN  =  0, 

d.h.  der  Komplex  bleibt  derselbe,  wenn  h- —  a^ : c^  —  n^  sich 
nicht  ändert  (t;  20). 

Die  drei  Punkte  Q.,  -R,  S,  in  denen  die  Koordinatenebenen 
geschnitten  werden,  sind  nach  9),  §  10,  wenn  dort  der  Reihe 
nach    '■,//,  ^  =  0  gesetzt  wird: 

V(o,-|,.^0-    <'»--r)-    K-f'l-«> 

Man  findet  hiernach  z.  B. : 

^^    "    ~  WY    "   C2_^2' 

also  konstant.  D.  h.  der  Komplex  besteht  aus  allen  Geraden, 
welche  die  Koordinatenebenen  in  drei  Punkten  so  sehneiden, 
daß  das  einfache  Verhältnis  zwischen  denselben  einen  gegebenen 
Wert  hat.     (Vgl.  Übungsaufgaben  3  und  4,  §  9.) 

4.  Die  Normale  in  P{.rys)  geht  durch  den  in  1.  be- 
zeichneten Punkt  P'{^}]t,).  Ihre  Plücker sehen  Koordinaten 
daher  nach  >;  10: 

.      ^        A  .r      ^7        A 1/       „        A  ^       T-         .       / 1         1 
Hieraus  und  der  Gleichung  für  P: 

,•■1  .)/-2  /-■' 

«2  ^  ft2  ^    C2 

sind  A-,  y,  z,  l  zu  eliminieren.  Man  findet  zunächst  sofort  die 
Identität:  XL  —  Y3l4-  ZN  =  0  bestätigt,  dann  aber 'wieder 
die  Gleichung : 

a^XL^  b-^  TM  +  c^ZN  =  0 
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und    schließlich    noch    die    tiefer    liegende   Gleichung   dritten 
Grades: 

XMNa^  (62  —  c2)  -f  YNLh^  {c^  —  a^)  -f  ZLMc'-  {a^  —  ¥) 
—  X  YZ  (a2  —  62)  (62  _  c^)  {c2  —  «2)  ^^  0. 

Fragt  man  z.  B.  nach  allen  Normalen  des  Ellipsoids  von 
einem  beliebig  gegebenen  Punkt  Po(a;o«/o^o)?  so  setze  man: 
L  r^  y^Z — Zf^Y  usw.  und  erliält  um  Pq  als  Spitze  einen  Kegel 
zweiten  und  einen  Kegel  dritten  Grades.  Also  gehen  durch  Pq 
sechs  Normalen  (welche  selbstverständlich  nicht  alle  reell  zu 
sein  brauchen,  da  z.  B.,  wenn  1^^  außerhalb  des  Ellipsoids 
liegt,  offenbar  nur  zwei  reelle  Normalen  vorhanden  sein  werden). 
Ebenso  zeigt  man,  daß  in  einer  beliebigen  Ebene  auch  (höchstens) 
sechs  Normalen  liegen. 

§  10. 

1.  Aus  4)  und  5)  werden  durch  Auflösung  nach  x\jz  diese 
drei  Koordinaten,  wie  6)  im  besonderen  Falle  zeigt,  „bilineare" 
Funktionen  von  X  und  \i  mit  demselben  Nenner: 

«)  ^  =  L.    —  .0      usw. 

Die  vier  Ecken  seien: 

/3)  A{x^y^z^,  ^(^i^i^i),  CX^TaZ/a^a),  I^i^'sVs^s)- 
Es  sind  AB  und  CD  zwei  Gerade  der  einen  Schar,  denen 
je  ein  konstanter  Wert  von  A,  nämlich  A  =  Aq,  A  =  A,  ent- 
sprechen möge.  DA  und  BC  gehören  zur  anderen  Schar  und 
ihnen  mögen  die  Werte  ft=  fio»  /"■  =  ^1  entsprechen.  Dann 
sind  die  vier  Punkte,  in  den  A  und  ju  ausgedrückt: 

r)       ^(Aou"o).     JK^^^h),     C(^u^i\     ^(Ai,/to)- 

Man  kann  nun  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen: 

A„  =r  |[Iq  =  0  und  Aj  ::rt  ^Ui  ^^  oc  (  d.  h.    .-  =  —  =  0 )  •     Denn 

die  Form  a)  ändert  sich  nicht,  wenn  die  A  und  itt  linear  trans- 
formiert werden,  d.  h.  wenn  an  ihre  Stelle  gesetzt  wird : 

a  -^  ßX       a'  ^  ß'  a 

yZfdl'       y'  +  Ö'(l' 
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und  hat  mm  die  Möglichkeit,  dulj  den  alten  NVerten  Ao  und  Äj 
Dachher  die  Werte  U   und    oc    usw.  entsprechen.     Es   s(ji  also: 

Aq  =  0,     Ho  -=  0,     Aj  =  oo,     |Ui  =  oo, 

so  folgt  durch  Einsetzen  des  Punktes  A  in  a)  nach  ß)  und  y): 

:Vo  =      ,     «1  =  (liO^-Q  usw., 
"4 
also: 

a^Xf)  -\-  h^x^X  -j-  C4Ü;,  ju  4-  f/^AgA.u 

a.j  -}-  i,  A  +  c^^  -f  f/4  Afi 

//  und  ^  entstehen  aus  dieser  Darstellung,  wenn  auch 
rechts  ,/•  durch  //  und  z  ersetzt  wird.  Die  vier  Koeffizienten 
"41  ^4i  <^4i  ^4  bleiben  ganz  willkürlich.  (Ist  aber  etwa  einer 
von  ihnen  =  0,  so  artet  die  Fläche,  wie  leiclit  ersichtlich,  in 
zwei  Ebenen  des  Tetraeders  AB  CD  aus.)  Da  es  aber  nur 
auf  ihre  Verhältnisse  ankommt,  so  setze  man  z.  B.  rt^  =  1. 
Dann  schreibe  man  A  für  h^X^  ^  für  c^^u,  so  bleibt  nur  noch  d^ 
willkürlich.    Läßt  man  nunmehr  hier  den  Index  4  fort,  so  folgt: 

Xo  -\-  x^k  -\-  Xifi  -\-  dx^l^ 

^  ~  r+A  +  ti-l-f/A^u        ' 

ebenso  //  und  ,:.  Variiert  man  hier  c/,  so  entstehen  Parameter- 
darstellungen für  jede  Fläche  des  durch  das  windschiefe  Vier- 
eck bestimmten  „Büschels"  von  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Soll  die  zu  bestimmende  Fläche  ein  Paraboloid  werden, 
so  muß  eine  der  Linien  A  und  eine  der  Linien  ^  unendlich  fern 
liegen.  D.  h.  der  Nenner  muß  ein  Produkt  werden  aus  einem 
Faktor  ersten  Grades,  der  nur  A  und  einem  solchen,  der  nur  ^ 
enthält.  Dies  wird  nur  erreicht,  wenn  d  =  1,  denn  es  ist: 
1  +  A  +  ,u  +  'IIa  =  (1  +  A) (1  -f  ii)  +  (f?  —  1)  K^. 

Für  das  Paraboloid  erhält  man  also  die  Darstellung: 

x^Ar  x^X -\- x-i^H~\- X2lii>  Xq-\-  x^l-\-  XiH-\-  XiX^i 

^  -  l  +  A  +  ^  +  Aa  -  (1  +  A)(1+^)  "'''• 

Setzt    man    hier    im   besonderen    A  =  /t  =  -[-  1?  so  folgt: 

X  =  -^-^ — ^ — ^-^ — -  usw.. 
■  4 

d.  h.  das  Paraboloid  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders 
ABCD.    (Vgl.  Übungsaufgabe  3,  §  13.) 
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Für  (las  Paraboloid  geht  die  Projektivität  (S.  211)  in 
Ähnlichkeit  über.  Man  teile  also  AB  und  VC  in  eine  gleiche 
Anzahl  gleicher  Teile  und  verbinde  entsprechende  Teilpunkte 
[wenn  aber  AB  und  I)C  niclit  windschief  wären,  sondern 
sich  schneiden  würden,  so  Tangentenkonstruktion  der  Parabel 
(I,  §  23)].  Im  besonderen  liegt  die  durch  den  Schwerpunkt 
des  Tetraeders  gehende  Verbindungslinie  der  Mitten  von  AB 
und  1)C  auf  der  Fläche. 

2.  Aus: 

UV,-  Vl\  =  0  und:   UV^-  VU,  +  aU^^  bUV  ~  cO  =  0 

folgt: 

a)    UV,—  VU^=  0,      ß)   a  U^  -^hVV^  cV^  =  0. 

ß)  zerfällt  hl  zwei  Gleichungen  ersten  Grades: 

ßi)   C/— AiF=0,  ß^)   U—X^V^O. 

Also  nach  Einsetzen  von  ß-^)  in  a) 

entweder :    U  =  V  =  0  oder    i\  —  Äj  Fj  ^=  0 

und  nach  Einsetzen  von  ß^) 

entweder:    ?7  =  7  —  0  oder    l\  —  X^V^  =  0. 

Die  Gerade  ( C/  =  0,  F  =  0)  wird  also  zweimal  als  Schnitt- 
linie der  beiden  Flächen  erhalten  (welche  sich  außerdem  noch 
in  den  beiden  Geraden : 
(,•_  Aj  F  =  0,   l\  —  Ai  Fl  =  0;   C/  —  A2  F  =  0,   l\  -  ?.,  l\  ^  0 

schneiden),  d.  h.  diese  Gerade  ist  eine  Doppellinie  des  Schnittes 
beider  Flächen,  d.  h.  letztere  berühren  sich  längs  derselben  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung.  " 

3.  Die  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche  zweiter  Ordnung 
überhaupt  hat  nach  16  a),  §  14,  wenn  man  dort  A^=  1  und  Ä:  =r  —  l 
setzt,   was,  wenn  a,  h,  c  beliebig  sind,  gestattet  ist.  die  Form: 

xi  -I-  ij2  +  ^;2  4- (ax  +  hy  +  c^y  -^  2dx  +  2eij  ^  2f2 -^  g  r=  0. 

Macht  man  die  Berührungslinie  zur  r- Achse,  d.  h.  nimmt 
man  ^  =  0,  2-  =  0  als  ihre  Gleichungen,  so  folgt  durch  Ein- 
setzen für  jeden  Wert  von  x: 

.r2 (1  +  a2)  -\-2dx-^  g  =  0, 

also:  ötr=0,  5r  =  0,  a  =  +l.  Da  aber  die  Vorzeichen  von 
a,  6,  c  gewechselt  werden  dürfen,  so  setze  mau:  a    —  -\-  l. 
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Nunmehr  seien: 

I)        A'-i  -f  f  4-  Z-'  —  (./•  -  ay  r  hz)-  flaj  ',    2  dz        U, 
II)   x'i  f  ^2.^^.i_(.,.+  aiy-!   h,zy-^2c,y  +  2(l,z  -    0 

die  Gleichungen  der  beiden  in  der  Aufgabe  genannten  Hyper- 
boloide, welche  sich  längs  der  .r- Achse  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung berühren  sollen.  Nach  der  vorigen  Aufgabe  muß  also 
zwischen  den  linken  Seiten  ?7und  l\  eine  Identität  von  der  Form: 

/.•  U—  L\—  aiß  —2ßijz  —  yz^        0 

vorhanden  sein.  Diesell)e  zerfällt  in  die  folgenden  sieben 
Gleichungen,  wenn  man  die  Koeffizienten  von  iß^  z'^^  ]fz^  zx.,  xy, 
//,  ^  r-=:  0  setzt: 

k{l  —  a-^)  —  (1  —  «r')  —  a  =  0;    k{l  —  b'^  —  (1  —  h,')  —  y  =  0; 

—  kab  -j-  «1  ^1  —  /J  =  0; 
—  kb^bi  =  0:    —ka-\-a^  =  0;   kc  —  c^-^0\   kcl  —  d^O. 

Folglich  sind: 

r)  X'-  +  if-  i-  2-^  —  {x  ~\-  aij  -\-  bzf  +  2  c?/  +  2d^  =  0, 

11')   x^-^y"-^  z'^  —  {x  +  kay  -f  kbz^  +  2  kcy  +  2  kdz  =  0, 

wo  a,  b,  c,  d^  k  ganz  beliebig  sind,  irgend  zwei  Umdrehungs- 
hyperboloide,  welche  sich  längs  der  ic-Achse  überall  berühren. 
Die  Gleichungen  I')  und  IF)  lassen  sich  aber  noch  verein- 
fachen. Dreht  man  das  Koordinatensystem  um  die  i>;- Achse, 
so  können  ayA^bs  zu  einem  einzigen  Glied  zusammengezogen 
werden.  Man  kann  also  unbeschadet  der  Allgemeinheit  b 
(oder  a)  =  0  setzen.  Verschiebt  man  darauf  noch  in  der 
Richtung  der  .r- Achse,  so  ändert  sich  nur  c  und  man  kann  c 
zu  0  machen.     Die  Gleichungen  werden  dann: 

I")  x'^^y^'-^z^  —  {x-^a'yf^2dz  =  0, 

11")       a;2  -f  ?/2  +  ^2  _  (;^.  ^  la yy  -^2kdz  =  0. 

Aus  der  Form   dieser  Gleichungen   geht  noch  hervor,   daß 
die  Gleichungen  der  Umdrehungsachsen  l  und  1^  werden: 

«)   l:z-\-  d  =  0,     i/-aa;  =  0,     /j :  ^? -)- c?i  =  0,     y  —  aiX^=0, 

wo  nach  l")  und  IF'): 

d:d^  =  a:  %, 

während  die  Gleichungen  der  Berührenden  /g  sind: 

ß)  h-y  =  o,   z  =  0. 
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Hierau8  geht  hervor: 

1.  Diejenige  Gerade,  welche  ?  und  1^  senkrecht  schneidet 
(hier  also  die  ^- Achse),  schneidet  auch  die  Berührende  /g 
senkrecht. 

2.  /a  ist  Erzeugende  eines  gleichseitigen  hyperbolischen 
Paraboloids,  in  welchem  7  und  /^  zwei  Erzeugende  sind.  Die 
Gleichung  desselben  ist: 

azx  ^  dy  :=^  0. 

Sind  aber,  wie  vorausgesetzt,  /  und  /^  gegeben,  während 
I2  gesucht  wii'd,  und  nimmt  man  die  Gleichungen  von  1  und  ?i 
in  der  Form  an  (Aufgabe  b,  §  4) : 

«')  l:z  —  z/  =  0,     X sin  cp  -\-  if  cos ^  =  0 ; 

?i :  ^  -j-  z/  =  0,     rr  sin  g?  —  y  cos  9  =  0, 
so  ist  das  jetzt  gewählte  Koordinatensystem  offenbar  gegen  das 
vorige  um  die  ^-Achse  gedreht  und  in  der  Richtung  der  .?-Achse 
verschoben.     Die  Gleichungen  von  I2  werden  daher  nicht  mehr 
y  =  0,  -?  =  0,  sondern  von  der  Form  sein : 

ß')         l^:^  —  z/'  =  0,     ./; sin  (p'  -{-  y  cos  q)'  =  0. 
Setzt  man  daher,  um  a')  und  ß')  mit  u)  und  ß)  in  Einklang 
zu  bringen: 

^  =r  z/'  -}-  ^',     X  sincf'  -\-  y  cos  cp'  =  y\ 
also  auch : 

X  cos  <p'  —  y  sin  95'  =  x\    x  =  x'  cos  (p'  —  //'  sin  tp', 
//  =  —  x'  sin  (p'  —  y'  cos  qp', 
so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  «')  und  ß'}  in: 

a")     7:.~'-z/'-z/  =  0,     ^'_./tg(9)'-qp)  =  0; 
7,:/+z/'  +  z/  =  0,     v/'-.r'tg(()p'^  (p)  =  0,   . 

ß")  h-^'  =  0,     y'  =  0. 

ci")  und  ß")  müssen  also  jetzt  mit  a)  und  ß)  identisch  sein, 

außer  daß  einmal  x\  y\  z\  ein  andermal  .r,  (/,  ^  steht.    Folglich: 

rf  =  z/'  — z/,     (l,  =  J'  +  J,     rt  =  +  tg  (<jp' —  qp), 

«1  =  ^  tg  ((jp'  -  (p), 

also,  da  a di  —  Ujd  =  0 : 

(z/' +  z/).tg((jp'- 9)) -(z/'-z/).tg  (?)'+(?))  =  0,    . 

oder  vereinfacht: 

z/'  z/ 

y )  1  ^=^  ~= • 

*  sin  2  9?         sin  2  (p 
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Dies  ist  die  einzige  Beziehung  zwischen  ^,  rp,  z/'  und  (//. 
Sind  l  und  /j,  also  auch  ^  und  cp  gegeben,  so  gibt  es  hiernach 
unzählig  viele  Hyperboloide,  welche  der  verlangten  Aufgabe 
genügen.  8etzt  man  z.  li  cp'  ^^  0  (oder  q)'  -—  90"),  so  wird  z/'  rrrz  0. 
Nach  ß')  fällt  /a  mit  der  a;-Achse  (oder  ij-Xchne)  zusammen  und 
die  beiden  Hyperboloide  werden  kongruent.  Man  wird  diesen 
Fall  wählen,  wenn  die  Tourenzahl  dieselbe  bleiben  soll,  also  das 
Übersetzungsverhältnis  1  :  1  ist.  Hat  dieses  Verhältnis  aber 
einen  anderen  Wert,  so  wird  man  das  Verhältnis  der  Radien  der 
beiden  Kehlkreise,   nämlich   z/' — z/:z/'-j-z/    hiernach   richten. 

1.  a)  MF^^  —  3IP"~  =  (.r^ä  -f  y^^  -f  ^^2)  _  (^2  -f  ?/2  +  ^2) 

„ai^  —  a^     ,         „&,-—  &2  /;2_c2 


«2  '      -^  ^,2  I  c2 


\a2^ 


&2  ^   C2/ 


/3)    (PP',)2  -  (P'  P,)2  =  [(.r',  -  xY  +  (,v\  -  yy  -  {^\  -  c^Y] 

-  [(«'1  -  ^r  -f  (2/1  -  2/'i)^ + (^1  -  ^\n 

—  W\  +  2/^  -h  ^'1)  -  (^^  +  r  +  ^^)] 

—  2  [a;a;'i  —  a?,  a;']  —  2  [i/i/'j  —  ^^  y'] 

—  2[£!z\—2iS']  =  0. 

Es  sind  die  beiden  ersten  Klammerausdrücke  nach  a)  jeder 
■=  A,  die  drei  anderen  jeder  =  0.  Von  dem  Korrespondenz- 
prinzip hat  man  z.  B.  auf  sehr  scharfsinnige  Weise  vorzügliche 
Anwendungen  auf  die  Erforschung  von  Anziehungen  gemacht, 
welche  von  ellipsoidisch  begrenzten  Körpern  ausgehen. 

2.  Der  Pol  P{x^y^z)  der  Ebene  E{ti,v,iv)  in  bezug  auf 
die  Fläche: 

«2  +  A  ^  62  j_  A  ^  c2  +  A       ^  —  " 
ist  nach  20),  §  18: 

X  =  —u  («2  ^  A),     !/■  =  —  V  {¥ -\-  k),     z  =  —  w  (c2  +  A). 

X,  y,  z  sind  also  lineare  Funktionen  von  A,  folglich  liegen 
die  Pole  einer  gegebenen  Ebene  P,  in  bezug  auf  alle  konfokalen 

20 
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Flächen  in  einer  geraden  Linie.  Seien  Aj  und  7.2  die  Para- 
meter zweier  Flächen,  P-^iXiij^^y),  P2 {^2112^2)  die  zugehörigen 
Pole,  «,  /3,  y  die  Pdchtungswiukel  ihrer  Verbindungslinie,  so: 

cos  a  :  cos  ß :  cos  y  =  x^  —  ^i'-Vi  —  Hi  '■  ^2  —  •'1 

=  (Aj  —  Ag)  II :  (Aj  —  Aj)  i" :  (Aj  —  A2)  t<;  =  « :  v  :  tf. 

Nach  11),   §  7   steht  diese  Gerade  daher  auf  E  senkrecht. 

3.  a)  Es  sei  1{X^Y^Z,L,3I,N)  irgend  eine  Gerade  im 
Raum  und  A  (bzw.  {.l  oder  v)  der  Parameter  irgend  einer  der 
konfokalen  Flächen.    Nach  18),  §18  berührt  l  die  Fläche,  wenn: 


(c2-|_A)(a2+A)    '    («•2  +  A)-(6--'  +  A) 


Dies  gibt  nach  Fortschaffung  der  Nenner  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  für  A.  Die  Gerade  1  berührt  also  zwei  der 
konfokalen  Flächen. 

b)  Um  die  anderen  Behauptungen  zu  beweisen,  ist  es 
zweckmäßig,  von  folgender  Betrachtung  auszugehen.  Es  seien 
El  (itj  i\  iv^)  und  E2{n.2V^iv.^  irgend  zwei  durch  /  gehende  Ebenen. 
Dieselben  sind  im  allgemeinen  nur  in  bezug  auf  eine  der 
konfokalen  Flächen  zueinander  polar.  Denn  die  zugehörige 
Bedingungsgleichung : 

a)    ?fi  itg  («2  +  A)  4-  Vi  V2  {h"^  -f-  >'.)  -f-  iVi  W2  {c-  +  A)  —  1  =  0 

liefert  nur  einen  Wert  für  A.     Wenn  aber: 

ß)  ?<it/2  +  ^1^2  +  t('iU'-2  =  0 

und  zugleich: 

y)  «1  «2^''  +  ^1  ^'2'^"  +  ""1  '<'2C"  —  1  =  0, 

so  wird  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  und  die  Ebenen  sind 
polar  in  bezug  auf  alle  Flächen. 

Nun  bilden  sämtliche  durch  eine  Gerade  1  gehende  Ebenen 
ein  auf  sich  selbst  polar  und  also  auch  involutorisch  bezogenes 
Ebenenbüschel,  wenn  man  jeder  durch  /  gehenden  Ebene  E^ 
die  ihr  in   bezug  auf  irgend  eine   Fläche  polare   und   durch  1 
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gehende  Ebene  E^  zuordnet.  Bei  dieser  pjiarweisen  Zuordnunf^ 
gibt  es  jiber  stets  ein  reelles  Taar,  welches  einen  rechten 
Winkel  bildet.  D.  h.  durch  jede  Gerade  l  im  Kaume  gibt  es 
zwei  Ebenen,  für  welche  ß)  und  y)  erfüllt  sind.  Diese  Ebenen 
sind  sich  dann  in  bezug  auf  alle  Flächen  polar  und  halbieren 
also  (da  sie  senkrecht  stehen)  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
Tangentialebenen  an  jede  der  Flächen. 

c)  Um  nun  zu  beweisen,  daß  diese  Ebenen  E^^  und  E^  mit 
den  beiden  Ijerührungsebenen  in  den  Berührungspunkten  von 
/  mit  den  beiden  in  a)  bestimmten  Flächen  zusammenfallen, 
betrachte  mau  eine  beliebige  durch  ?  gehende  Ebene  E{u,v,iv), 
so  daß: 

'  =  -1  +  k  '  ^  =  -r+F'  "'  =  ~IT^'- 

Sie  berührt  die  Fläche  mit  dem  Parameter  A  in  einem 
Punkt  P{.rys)^  wenn: 

X  =  —  u  («2  4^  i\     y  —  —V  (if  +  A),     2  =  —c  {h-^  4-  ;.). 
Soll  P,  wie  verlangt,  auf  l  liegen,  so  muß  sein: 
n^x  -r  «^1  :J/  -h  u\z  -f  1  =  0,     u^x  -j-  v^y  -^  iv^z  -\- '^  =  0, 
also,   nach   Einsetzen    von    ,/;,   u  usw.   und    Multiplikation    mit 
-d-f /O: 

[«,2  (a--^  ^  A)  +  v,^  (h-^  -f  l)  +  w,'^  (c2  -f  A)  -  1] 
+  li  [Hj Ha  (a2  -I-  A)  -1-  ViVa  {}ß  +  A)  +  iv-^w^  {c^  +  A)  —  1]  =  0, 

[UiU.y  (a2  -f  A)  -f  v^v^  {h-  +  A)  4-  w^iü^  (c^  +  A)  —  1] 
-f  h  [iii  (a2  +  A)  -f  vi  (62  +  A)  +  lüi  (c2  -f  A)  -  1]  =:  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  1:  und  A 
geben  aber  nach  ß)  und  y)  entweder  Ä;  =^  0,  oder  li  =  00,  d.  h. 
E  fällt  entweder  mit  E^  oder  mit  E^  zusammen. 

§  21. 

1.  Das  Korrespondenzprinzip  gilt  selbstverständlich  nicht 
allein  für  zwei  konfokale  EUipsoide,  sondern  auch  für  irgend 
zwei  konfokale  Flächen  derselben  Schar,  also  auch  z.  B.  für 
zwei  einschalige  Hyperboloide  mit  den  Parametern  u^  und  ^Ug. 
Auf  dem  ersten  werden  zwei  Punkte  P-^ix^y^s-i^)  und  P2{^^2>f-2^-2) 

20* 
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angenommen.    Die  korrespondiereüden  Punkte  des  zweiten  seien 
Qi{x\y\&\)  und  Q'^{x' .^y\z' .^.     Dann  ist: 


xi        _        Xi  ?/i  2/1 


_      ^'2  Vi  y'i 


'^'2  ^  2 

und  /3)  Pi(;>2=-  ^1^2. 

Jetzt  setze  man  ^^  =  0  und  ?/2  =  t),  d.  h.  man  nehme  P^ 
in  der  ,r?/-Ebene  und  Pg  in  der  a:^- Ebene,  so  folgt  aus  «)  auch 
z\  ■=  0,  ^2  =  0,  d.  h.  auch  F\  liegt  in  der  ic?/-Ebene  und  P'o 
in  der  .r^-Ebene.     Dann  bleibt  ß)  bestehen  und  a)  wird: 

„l\  ^1  ^1  i/l  1/ 1 


Va^  +  iu,         V«^+^2'      V^'  +  I^r       V&^  +  /^2' 
^1  =  ^'1  =  0, 
X2  X  2 


Va2-fi^i         Va2  +  ^ 


=  ,       2/2  =  2/2  =  0, 


Nun  setze  man  für  jtii  den  einen  Grenzwert:  (Uj  ^r:  — c- 
und  für  1^2  den  anderen:  ^.,  =  — &■;.  Es  bleibt  /3)  bestehen 
und  «')  wird: 

I  a-'  —  c^        y  a2  —  &2 

"^^  ■'''       ,     ?/2  =  2/'o  =  0,      ^-2  =  0. 


Der  Punkt  Pi  (^'i , //i ,  0)  ist  dann  ein  beliebiger  Punkt  der 
Fokalellipse,  der  Punkt  <?o  (.t^'a,  0, ^^o)  ein  beliebiger  Punkt  der 
Fokalhyperbel  geworden.  Die  beiden  Punkte:  P2(.r2,0,0)  und 
^1  (.r'i,  0,  0)  liegen  jetzt  beide  auf  der  .»-Achse.     Daher  sofort: 

Pa^'i^i  —    '  (•■^■2  —  ^'])>     also  auch     Pj^o  - — *"(•?■,.—  ''1) 


I 


LöBuugeii.  309 

oder  nach  «"): 


a2  —  caj 


Dies  ist  die  Formel  4),   i^  21  in   veränderter  Bezeichnung. 
ÜS.    Führt  man  das  Teilungsverhältnis  ein : 

so  wird: 

n)  1  =  xc,  —  x  _  y^  —  y  _  ^2  — ^  ^  lirrA 

^2  —  ^1        2/2  —  2/1        ^2  —  ^1        I2  — ^1 

C  (t 

und  hieraus,  da  y/2  =  2^1  =0,  li  -=  a^i      ,  ^j  =  ^2  ~"• 
a;  =  Aa-'i -f  (1— A)a:2;     y  =  ^tji-,     z'={l  —  k)22\ 

k  =  X-,      k4-  (l  —  l)  X.  —  • 
^  a      '    ^  '    ^  e 

Aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung  folgt: 

-7-"  =  ^-.(7-0. 

X k  =  (1  —  k)x^( 

a  ^  '    ^\a        e 

Außerdem,  wie  eben  gezeigt: 

y)  y  =  ^yi\   s  =  {i  —  i)^^, 

und  da  Pj  auf  der  Ellipse,  P,  auf  der  Hyperbel  liegt: 

Ä;  soll  gegeben  sein.  Betrachtet  man  F^  {x^-,  0,  z^)  als  fest, 
so  sind  aus  /3),  y),  d)  die  drei  Größen  ä'i,  ^j  und  A  zu  elimi- 
nieren. 8^)  enthält  dieselben  schon  an  und  für  sich  nicht,  aber 
auch  nicht  x  und  y.     Ferner  folgt  aus  ß^  und  y^  sofort: 

.)  ^a:{-l).,-z{^^-^)x,  =  Q. 

Die   noch   fehlende   Endgleichung  zwischen  x^  //,  z,  x^,  y.2 
findet  man   am  besten,   indem   man  aus  ß)  und  y)  oder  noch 
einfacher  aus  a)  die  Kombination  bildet:  {y^  =  0,  ^^  =  0): 
(a;  -  x^Y  -^r  y^  +  (^  -  x^Y  ^  (1^  -  ly 
(^2-^1)^  +  2/1^  +  ^2^  (la-li)^* 


310  Lösungen. 

Die  Nenner  sind  nach  dem  Korrespondenzprinzip  einander 
gleich,  also: 

V)  {X  -  x^Y  4-  1/2  -f  (^  _  z^Y  =  (^x,~-  /.-y. 

i)  ist  die  Gleichung  einer  (auf  der  a;^- Ebene  senkrecht 
stehenden)  Ebene,  rj)  ist  die  Gleichung  einer  Kugel  um 
P2(3?2,  0.  ^2)  ^Is  Mittelpunkt.  Also  ist,  wenn  P^  als  fest  be- 
trachtet wird,  der  geometrische  Ort  von  P  ein  Kreis. 

Setzt  man  aber  P^  {x^f  y,  0)  als  fest  an,  so  erhält  man  statt 
£)  und  )])  die  folgenden  Gleichungen: 

1')     (^  -  *-i)-  +  (»  -  2/1 )-  +  ^=  =  (x,  -^  -  !'J- 

Der  geometrische  Ort  für  P  wird  also  auch  ein  Kreis, 
aber   seine  Ebene  steht  diesmal  auf  der  a:^- Ebene  senkrecht. 

Sollen  nun  endlich  Pj  und  P^  beide  variieren,  so  sind  alle 
fünf  Größen  x^^  ?/j,  .-To,  S2  und  A  zu  eliminieren.  Am  symme- 
trischsten verfährt  man,  wenn  aus  /3j),  y^),  d-^)  erst  x^  und  </i, 
aus  /Sg),  ^2)  und  Ö^)  x^  und  ^2  fortgeschafft  wird,  was  zu  den 
beiden  Gleichungen  führt: 


(a2  — e2)2    '   a2  — ea 
{xe  —  haY 


(i-;.)^.=  o 


(«^  —  e^Y       «-  —  c' 
und  nun  A  mittels  der  Identität  eliminiert  wird: 

p-L  (1  _;i)._i]2_4A2(i_A)2  =  0. 

Die  Dup  in  sehe  Zyklide  ist  also  eine  Fläche  vierter  Ordnung. 

Dieselbe  hat  sehr  merkwürdige  ^Eigenschaften.  Man  achte 
vor  allem  auf  die  beiden  Scharen  von  Kreisen,  welche  sich 
auf  der  Fläche  senkrecht  durchdringen.  Außerdem  bemerke 
man,  daß  in  jeder  Ebene  £)  [bzw.  £')]  zwei  Kreise  der  zu- 
gehörigen Schar  liegen,  da  c)  unverändert- bleibt,  wenn  der 
Punkt  P2(.^'2,0,  z^)  durch  den  gegenüberliegenden  Punkt 
P\{—X2^  0,  —  s^  ersetzt  wird.  Ferner  stellt  f),  wenn 
^2(^21  Ö,  Z2)  variiert,   ein  Ebenenbüschel  vor,  dessen  Ebenen 
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daher  die  Fläche  sämtlicli  in  zwei  Kreisen  schneiden.  Endlich 
bemerke  man,  daß  jede  Kugel  der  Schar  rj)  von  jeder  Kugel 
der  Schar  )/  berührt  wird,  da  die  Zentrale  =^  Pj  F^  =  +  (I2  —  ^i) 
und  die  beiden  Eadien  =  -\-  {^^  —  ^0  "i^^^  ^~  (m  —  ^)-  Daraus 
folgt  auch,  daß  Pj  P2  auf  der  Zyklide  in  P  normal  steht. 

Wenn  |  /.•  >  a  (oder  k  <  e),  so  kann  Q^  (|a,  0, 0)  [  Q^  (^,  0, 0)] 
als  Abbild  eiues  festen  Punktes  1"  der  Fokalhyperbel  (Ellipse) 
angesehen  werden  und  die  Fläche  entsteht  dann,  wenn  man 
die  Verbindungslinien  PjPo  jedes  Punktes  der  Ellipse  mit 
jedem  Punkte  der  Hyperbel  über  1\  hinaus  um  I\  P'  verlängert 
(bzw.  verkürzt). 

Am  einfachsten  wird  die  Zyklide,  wenn  e  =  0,  die  Fokal- 
ellipse also  zu  einem  Fokalkreis  ausartet.  Die  Gleichungen  e') 
und  )/)  werden  dann: 

'V>ji  —  y-i^x  =  0,    (•«  —  x^  f  -\-  (y  —  yiY  -  *~-  =  ^•■"-• 

Die  Fläche  entsteht  also,  wenn  man.  um  jeden  Punkt  des 
Fokalkreises  eine  Kugel  mit  dem  Radius  Je  beschreibt  und 
diese  Kugel  durch  eine  Ebene  schneidet,  welche  durch  die 
^;- Achse  und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  Mit  anderen 
Worten:  Sie  entsteht  durch  Umdrehung  eines  Ivi'eises  um  eine 
in  seiner  Ebene  gelegene  Achse,  und  die  andere  Kreis- 
schar? Sie  besteht  offenbar  aus  den  Schnitten  parallel  zum 
Fokalkreis. 

Übrigens  hat  Dupin  die  Zyklide  auf  ganz  anderem  AVege 
erhalten,  nämlich  als  eine  Fläche,  die  von  allen  Kugeln  um- 
hüllt wird,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren.  Jene  Kugeln 
bilden  eine  unserer  Scharen,  etwa  >/),  während  die  drei  ge- 
gebenen Kugeln  sich  als  irgend  drei  Angehörige  der  anderen 
Schar  (//)  erweisen. 

§22. 

1.  Es  sei  7  («,-^,  y)  ein  Strahl  von  P,  /^  («j,  /jj,  y^)  der 
entsprechende  Strahl  von  Q  nach  der  Drehung,  I\  (a'j,  /3/,  y\) 
derselbe  Strahl  von  Q  vor  der  Drehung.  Dann  besteht,  da  1\ 
und  7  senkrecht  aufeinander  stehen  sollen,  die  Gleichung 

1)       cos  «  cos  u\  -\-  cos  ß  cos  ß'i  -r  cos  y  cos  y'i  =  0. 
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Nun  stehen  J\  und  J^  i.  ■  der  Verwandtschaft  der  Kon- 
gruenz, d.  h.  zwischen  «,,  ß^,  y^  und  a\,  ß\,  y\  finden  die  drei 
Beziehungen  statt: 

[  cos  a\  -~^  «1  cos  «1  -p  «2  cos  ßi  -  %  cos  yi, 

2)  <  cos  ß\  =  &i  cos  «1  -)-  &2  cos  /3j  --  63  cos  71, 
(  cos  y\  =  Ci  cos  «1  4   Ca  cos  /3i  -\-  c^  cos  ^j, 

wo  die  neun  Koeffizienten: 

ttj,    ^2,    W3  5        Oj,    Og,    f>3;        Cj,    C2,    C'3 

mit  den  neun  Koeffizienten  irgend  einer  orthogonalen  Trans- 
formation 3)  oder  3'),  v?  3  identisch  sein  müssen. 

Setzt  man  2)  in  1)  ein,  so  entsteht  5),  §  22  und  zuletzt 
die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  7),  §22.  Mit  anderen 
Worten:  Im  vorliegenden  Falle  sind  A^,  A^-,  A^\  i^i,  i^ai  -^3 5 
Ol,  C21  Cs  identisch  mit  den  neun  Koeffizienten  einer  ortho- 
gonalen Transformation. 

Durch  Koordinatentransformation  kann  man  sogar  erreichen 
(indem  man  die  Drehachse  zur  ^- Achse  macht),  daß  die  Glei- 
chungen 2)  die  einfache  Form  3  a),  §8  erhalten,  d.  h.  daß: 

3)  tti  =  cos  (p,     «a  =  —  sin  cp,     h^  =  sin  g?,     &2  =  cos  (p, 

tts  =  bs  =  Cj_  =  Ca  =  0,     C3  =  1. 

Die  Gleichung  7)  wird  dann: 

cos  (f  [{x  —  a)  {x  —  tti)  +  iy  —  b)  {y  —  &,)] 
4-  sin  (f  [(y  —  b)  (x— a,)  —  (x—a)  (y  —  bi)]  +  (^  —  c)  {z  —  c,)  =  0. 

Die  Glieder  zweiten  Grades  werden  also : 

cos  (px-  ^  cos  (py-  -\-  ^■^ 

d.  h.  die  erzeugte  Fläche  ist  eine  Umdrehungsfläche,  und 
zwar  ein  (abgeplattetes)  Ellipsoid,  wenn  cos  qp  positiv,  ein 
Hyperboloid,  wenn  cos  qp  negativ  und  ein  parabolischer  Zylinder, 
wenn  cos  g?  =  0. 

Hinterher  zeigen  auch  die  Gleichungen  20),  §  14  für  eine 
Umdrehungsfläche  sich  erfüllt,  selbst  wenn  man  nicht  sofort 
die  einfachen  Formeln  3)  ansetzt.  Denn  es  ist,  wenn  A^  --  «,, 
A^  ^^  «2  ^^''^^''  in  7): 

«n  =  «1,     «12  ^  17  («2  +  ^1)  ^is^- 
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Vermöge  der  Formeln  'ij,  '"  'ind  6),  §3  kann  mau  nun 
beweisen,  daß  jeder  der  drei  -usdrücke  in  20),  §  14  gleich 
«1  +  &2  +  Cs  —  1  •  j.^ 

Ji.  Macht  man  die  Achse  /  des  ersten  Büschels  zur 
i;-Ach8e,  so  ist  seine  Darstellung: 

1)  y  —  Jcz  —  0. 

Da  das  zweite  Büschel  (mit  der  Achse  /j)  auf  das  erste 
durch  Kongruenz  bezogen  sein  soll,  so  ist  die  entsprechende 
Darstelluug: 

2)  ?/i  —kz^    -  0, 

wo  iji  und  01  aus  y  und  ^'  durch  eine  Koordinatentransforma- 
tion 15),  §  3  hervorgehen: 

Aus  1),  2)  und  3)  entsteht  durch  Elimination  von  k,  y^,  z^ 
die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

4)  y  {c  -r  CiX-\-  c^y  +  c^z)  —  z  {h  ^  h-^^x -\-  h^y  +  b^z)  =  0. 
Es  ist  also  hier: 

5)  aji  =  0.      «22  =  ^2,      «33  =  —  63, 

Cg  b.2  61  6'i 

^23    Q         1       ^31    ^1        ^2    2~  * 

Zur  Entscheidung  über  die  Art  der  Fläche  bilde  man 
s,  f,  zJ.     Man  findet: 

S   ^~~    ^2  3  1 

^^-C2&3-^'^~^^^'|^-''^-^ 

4  C263  -  2  &2C3  +  (61^  -f  J^a)  ^  (c,2  _^  C32) 


4 
^  ^  —  Cg^i^  _|_  })^c^i  _  (C3  _  6^)  i^  ci 

■4 
Da  die  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Transformation 
durch  drei  unabhängige  Größen  bestimmt  sind,  so  scheint  es 
fast,  als  ob  zwischen  s,  t  und  zi  hier  keine  Beziehung  ab- 
geleitet werden  kann.  Anders  wird  aber  die  Sachlage,  wenn 
man  nach  4),  5)  und  6),  §  3  erst  umformt. 
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Es  ist: 
2  C2&3  —  2  62 C3  =  —  2  a„    6i2  +  ^/a'  =  1  —  h\   c^'  A-c^  =  \—  c^i 
also: 

2c2i3-2a,  -  1-63'-'+  1-C22_  (Ca -63)2-2(1-01) 

Ferner  setze  man  in  den  Ausdruck  für  z/  statt  —  h^  Ci  ein : 
^2^2  4- ^^3*^3  und  ordne  nach  Cg  und  b^.     Es  wird: 

^   ^    C2  (—  ^-  —  V  +  ^2^3)  —  ^»3  (—  Ci2  —  C3^  -^  C362) 

4 

^    C2  (^>3^  —  1  +  ^2^3)  —  h  {C2^  —  1  +  ^2^3) 

4 

^   (^2  —  ^3)  (—  1   +  ^^2^3  —  ^2^3)   ^    _  (C2  — ^3)(1— «l) 

4  4' 

Nun  hängen  s,  ^,  z/  nur  noch  von  c.2  —  b^  und  1  —  «j  ab. 
Eliminiert  man  diese  beiden  Größen,  so  entsteht  die  Bedingung: 

6)  4fs -s3  — 8  z/ =  0. 

Sie  ist  so  beschaffen,  daß  sie  in  bezug  auf  die  ursprüng- 
lichen Koeffizienten  «n,  a^2---  homogen  wird  und  stellt  also 
eine  wirkliche  Bedingung  für  die  erzeugte  Fläche  dar. 

Sie  muß  also  erfüllt  sein.  Und  umgekehrt,  wenn  sie  für 
eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  erfüllt  ist,  so  läßt  sich  zeigen, 
daß  sie  (sogar  auf  unendlich  viele  Arten)  durch  kongruente 
Ebenenbüschel  erzeugt  werden  kann. 

Übrigens  hat  Übungsaufgabe  3,  §  16  zu  derselben  Glei- 
chung 6)  gefübrt. 

3.  Legt  mau  das  Koordinatensystem  wie  in  Aufgabe  b), 
§  4,  so  ist  die  Gleichung  einer  Ebene  E  durch  7: 

1)  xsivKp  -\-  y  cos  (p  -\-  k  {z  —  J)  —  0 
und  einer  Ebene  Ei  durch  1^ : 

2)  a;  sin  g)  —  y  cos  q)  -  ki  {z  -\-  J)  ^=  0. 

E  und  El  stehen  senkrecht  aufeinander  [2  a),  §  8],  wenn : 
0)  sin2  (p  —  cos-  9?  -\-  kki  =  0. 
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Die  Gleichurif,'  der  diircli  die  beiden  Ebenenbüschel  er- 
zeugten Fläche  entsteht  also  aus  1),  2),  3)  durch  P^limination 
von  Ic  und  /i\.     Sie  wird: 

4)  x^  sin»  cp  —  //2  cos2  (p  -\-  {z-  —  z/a)  (sin»  (p  —  cos'^  (p)  =  0, 
oder: 

4a)  : \ " !-  - lz=0 

z/2(8in-y  —  cos-iy)       z/2(cos2<jp  —  sin^qp)   '    z/2 

sin^  q>  cos^  9 

Da  die  Koeffizienten  von  x-  und  ?/2  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  die  Fläche  zunächst  (im  allgemeinen)  ein 
einschaliges  Hyperboloid.  Aber  ein  solches  besonderer  Art. 
Denn  geht  man  auf  die  Form  4)  zurück,  so  wird  bei  der  Be- 
zeichnung 7),  §  15: 

Aj  =  sin2  (f.     l^  -i^  —  cos-  9),     Äg  =r  —  cos2  cp  -*-  sin^  (jp, 

also:- 

Ai  -f  A2  —  -^3  =  0.     d.  h.     .s  —  2  A3  =  0. 

Folglich  auch: 

(s—  2  Äi)  (s  —  2  A2)  (s  —  2  ilg)  =  0. 
Entwickelt  man  diese  Gleichung,    so  folgt  aus  18),    §  15- 

5)  4is  — s3  — 8  z/ =  0, 

also  merkwürdigerweise  dieselbe  Gleichung,  wie  in  der  vorigen 
Aufgabe  und  in  3),  §  16. 

(Man  zeige,  daß  die  Ebenen  der  beiden  Scharen  von  Kreis- 
schnitten hier  senkrecht  auf  /  und  /j  stehen.) 

4.  Jede  orthogonale  Transformation  läßt  die  Gleichung 
der  Kugel  unverändert.  [Abbildung  durch  Kongruenz,  bzw. 
durch  Kongruenz  und  Symmetrie  (§  1).]  Um  andere  kolli- 
neare Abbildungen  der  Kugel  auf  sich  selbst  zu  finden,  mache 
man  ihre  Gleichung  erst  homogen: 

X-  -f  </^  +  ^-  —  ^-t-  =  0 

und  transformiere ,  ohne  x  und  y  zu  ändern ,  erst  s-  —  r-  P  in 
sich  selbst,  d.  h.  setze: 

X  =  X,,    y  =  y,,    z^-  -  tH^-  =  z{^  -  rH^\ 
z  =  a^i  -f-  bti,    <  =  c*i  +  dti- 
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Da  2^2  _  r-2fi  =:  (e  -\-  rt)  {z  —  /-#),  so  folgt  entweder: 
z-{-rt  =  h  (^1  +  r^i);    z  —  rt  =  ^,  {z^  —  rt,) 
(wo  Ä;  irgend  eine  Konstante  ist),  oder: 

{z+rt)  =  li{z,~rt,)\     z  —  rt  =  ^(2,  -f  rfO- 

Im  ersteren  Falle  wird: 

k  -\~  IC         i   k  —  k 
s  =  z,  -^—  +  r/i  — ^— , 

(im  anderen  Falle  ist  nur  t,  mit  —  f^  zu  vertauschen), 
oder,    wenn    nun    die   Homogenität   wieder   aufgehoben,    also 

x^  y.  z  für  y,  ji  j-  und  dann  f^  =  1  gesetzt  wird: 

Tc^l'        h—  k' 
X,      „,       y,       _'^-2-^''-^2 


X  = 


k  —  h'  .  k^k' 


Setzt  man  diese  und  die  analogen  Transformationen  mit 
den  orthogonalen  Transformationen  beliebig  zusammen,  so 
entstehen  koUiueare  Abbildungen  einer  Kugel  auf  sich  selbst, 
die  nunmehr  von  sechs  unabhängigen  Größen,  nämlich  cp,  i/',  ö 
[10),  §  3j,  Ä;  und  den  Analogen  k-^^  und  ko  abhängen.  Daß 
man  aber  auf  diese  Weise  auch  wirklich  alle  erhält,  wie  es 
tatsächlich  der  Fall  ist,  müßte  durch  eingehendere  Forschungen 
erst  gezeigt  werden. 

[Durch  Einsetzen  von  13),  §22  in  die  Kugelgleichung  ent- 
steht nach  Fortschaffen  des  Nenners  eine  andere  Gleichung 
zweiten  Grades,  die  hier,  von  einem  Faktor  abgesehen  (welchen 
man  wegen  des  willkürlichen  Faktors  in  den  16  Koeffizienten 
=  1  nehmen  kann),  mit  der  alten  übereinstimmen  muß,  nur 
Xi  statt  X  usw.  Es  ergeben  sich  also  10  Gleichungen  zwischen 
den  16  Koeffizienten.  Folglich  bleiben  nur  16 —  10  =  6  un- 
abhängige Größen.] 
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